Matrices

Notations du chapitre — Dans tout ce chapitre, n et p sont deux entiers natu-
rels non nuls. K désigne Uensemble R ou U'ensemble C.

I — Ensemble des matrices

Définition 1.1 — Matrice a n lignes et p colonnes

On appelle matrice a n lignes et p colonnes et a coefficients dans K la donnée de
n x p éléments de K disposés dans un tableau sous la forme

myp; My -+ Myp

My Myy -+ My,
M= .

Mpp Mpz 1 My,

On note aussi M = (m; j)lgign. Dans la notation des coefficients m; i de la matrice,
1<j<p

Uindice i représente la ligne de la matrice et Uindice j la colonne de la matrice.

Vocabulaire

— Une matrice colonne est une matrice qui n’a qu’une colonne.

- Une matrice ligne est une matrice qui n’a qu’une ligne.

— Une matrice carrée est une matrice qui a autant de ligne que de colonne.
Ce nombre s’appelle Pordre de la matrice. L'ensemble des matrices carrées
d’ordre n est noté ,(K).

— Dans le cas des matrices carrées, les coefficients (m;;);<;<, forment la dia-
gonale de la matrice.

— Une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée dont les coef-
ficients sous la diagonale sont tous nuls (m;; = 0sii > j).
Lensemble des matrices triangulaires supérieures d’ordre n est noté 7 *(K).

mp; My Myz - My,
0 myy myy -+ My,
0 0 m33 M m3n
0 0 0O -+ m

nn

— Une matrice triangulaire inférieure est une matrice carrée dont les coeffi-
cients au dessus de la diagonale sont tous nuls ((m; j=0sii < j). L'ensemble
des matrices triangulaires inférieures d’ordre n est noté 7~ (K).

mll O O cee O
moq mooy 0 e 0
M3y Mzy Maz == 0
My Mpyy Mpz o0 My,

— Les matrices dont les coefficients au-dessus et en dessous de la diagonale
sont nuls sont les matrices diagonales (m;; = 0si i # j). Lensemble des
matrices diagonales d’ordre n est noté 7, (K).

m;; O 0 0
my, O 0
0 0 mas 0



— Enfin on appellera matrice identité la matrice

100 - 0
0 1 0
I,=|0 01 0
000 1

II — Opérations sur les matrices

I — Opérations sur les matrices 2

— On appelle somme de A et de B et on note A+ B la matrice D = (d;;)1<i<n
1<j<p

définie par

Vie[1;n], Vjell;pl, dij = a;; + by;

Propriété 2.4 — L’'addition de matrice est associative, commutative et posséde

un élément neutre (la matrice nulle Opp = (0)1<i<n).
1<j<p

Définition 2.1 — Transposée d’une matrice
Soit M = (mij)lgign S //lnp(K). On appelle tranposée de M et on note ‘M la
1<j<p

matrice de //tpn(K) égale a (mﬁ)lgigp
1Sj<sn

Propriété 2.5 — Soit Aet B deux matrices et A et u deux scalaires
o A.(u.A=Axu).A=u.(1.A)
e 1.A+B)=A1.A+A.B
o A+u).A=21.A+u.A

Définition 2.2 — Matrice symétrique, antisymétrique

Soit M € #,(K). On dit que

— M est symétrique si et seulement si ‘M = M. L'ensemble des matrices symé-
triques est noté &,(K).

— M est antisymétrique si et seulement si ‘M = —M. L'ensemble des matrices
symétriques est noté .o/, (K).

Propriété 2.6 — Soit Aet B deux matrices et A un scalaire :
° t(A +B)= A+ ‘B
o 'QA)=24

Définition 2.3 — Addition et produit par un scalaire
Soit A= (a;;)1<i<n et B = (b;;)1<i<n deux matrices de M.,,(K) et A € K.
1Sj<p 1<j<p

— On appelle produit de Apar A et on note A . Ala matrice C = (¢;j)1<i<n définie
i<j<p
par

Vie[1;n], Vjell;pl, cij = Aq;;

Définition 2.7 — Produit d’'une matrice ligne par une matrice colonne

Soit L € M, 4((K) et C € My ,(K). Par définition, le produit L x C est la matrice
de M, (K) définie par

LC - (111611 + 112C21 +---+ llchl)




Définition 2.8 — Produit de deux matrices

Soit A€ M, 4(K) et B € M, ,(K). Par définition, le produit A x B est la matrice
de M, ,(K) dont le coefficient a la i-iéme ligne et a la j—iéme colonne est le produit
de la i—iéme ligne de A par la j—iéme colonne de B.

q
AB = a; . by;
(Z t k])1<i<n

k=1 1<j<p

III — Cas des matrices carrées

Propriété 2.9 — Le produit matriciel est associatif : (AB)C = A(BC).

Propriété 2.10 —
1) VYA€ M, y(K),V(B,C) € (M ,(K))?, AB+C)=AB+AC
2) V(AB) € (My(K))P,VC € My,(K), (A+B)C=AC+BC
3) VA€K,V(A,B) € (A,(K))?, A(AB)=A(AB)
4) VA€ M,(K),VB e M,,(K), ‘(AB)= BA

IIT — Cas des matrices carrées

Propriété 3.1 — La multiplication de matrice est une opération interne de
M, (K), associative et admettant un élément neutre (I,,).

Propriété 3.2 — Soit T et U deux matrices triangulaires supérieures. Alors
TU est une matrice triangulaire supérieures.

Propriété 3.3 — Soit D et A deux matrices diagonales. On a

DA=
d 0 o) [(& o 0
0 d, ol|lo s 0
0 0 d, )\ 0o o0 B
5, 0 0
0 dy3, 0
Lo o d,d

€ 2,(K)

Définition 3.4 — Puissances de matrices
SoitA € M,(K) et k € N. Par définition

A= xAXxAx---xA
~—_———

n fois

Propriété 3.5 — Soit A€ .#,(K), (i,j) € N

AA = AT = AT = ATAT

Propriété 3.6 — SoitA € .#,(K), k € N?, t(Ak) = (4").




Propriété 3.7 — Soit k € N et D une matrice diagonale. On a

dc o 0

k
Dk — 0 dk 0
0 0 d*

IV — Matrices inversibles 4

Théoréme 3.8 — Bindéme de Newton pour les matrices
Soit A et B deux matrices telles que AB = BAetm € N,

m

A+B)" = (':)AkBm—"

k=0

Propriété 4.2 — Cas des matrices diagonales

Une matrice diagonale est inversible si et seulement si ses coefficients diagonatx
sont non nuls. On a alors

1/d, 0 - 0

) 0 1/d, --- 0

Dl =] . , o
0 0 - 1/d,

Propriété 4.3 — Critére de non-inversibilité
Soit M une matrice carrée. S'il existe une matrice non nulle N telle que MN = O
ou NM = O alors M n’est pas inversible.

IV — Matrices inversibles

Définition 4.1 — Matrice inversible

Soit A € ,(K). On dit que A est inversible si et seulement si il existe une matrice
Btelleque AB =1, et BA=1,.

Dans ce cas, B est unique : on Uappelle I'inverse de Aet on la note B =A"".

On note l'ensemble des matrices inversibles G L, (K).

Propriété 4.4 — Produit de deux matrices inversibles
Soit A et B deux matrices inversibles d’ordre n.

Alors AB est inversible et (AB) ™' = B AL,

Propriété 4.5 — Transposée d’une matrice inversible

Soit Aune matrice inversible d’ordre n. Alors "Aest inversible et ( ‘A)™! = t(A_l).

Théoréme 4.6 — La matrice carrée A est inversible si et seulement si pour toute
matrice B, le systéme AX = B est un systéme de Cramer.

Corollaire 4.7 — Cas des matrices triangulaires

Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux
sont non nuls.




