Géométrie euclidienne du plan et de I’espace

Notations du chapitre — Dans ce chapitre, R? sera qualifié de « plan », R3
d’ «espace » et les éléments de ces ensembles de « vecteurs » ou « points » selon le
contexte.

I — Produit scalaire dans le plan ou dans ’espace.

Définition 1.1 — Produit scalaire de deux vecteurs

Dans le plan : soitu = (x, y) et v = (x’, y’) deux vecteurs. On appelle produit
scalaire de u et v le réel
daéf. / /
u-v=xx +yy

Dans Pespace : soitu = (x,y,z)etv = (x’, y’,2") deuxvecteurs. On appelle pro-
duit scalaire de u et v le réel

a
u-v=xx'+yy +z7

Définition 1.3 — Norme d’un vecteur

Dans le plan ou dans Uespace : Soit u un vecteur. Le réel u - u est positif. On le
nomme carré scalaire de u. Sa racine carrée est la norme de u

lull £ viu=+/x2+y2+22
daéf

%
La distance entre deux points A et B est la norme du vecteur AB : AB =

ﬁ
a8|.

Propriété 1.4 — Propriété de la norme

Dans le plan ou dans Uespace : Soit u et v deux vecteurs et A un scalaire.
* lul=0=u=0;
o [[Aull = [A] x [lull;

o ||[u+v| <|lul|l + ||v] (inégalité triangulaire).

Propriété 1.2 — Propriétés du produit scalaire
Dans le plan ou dans Uespace : Soit u, v et w trois vecteurs, A et u deux scalaires
1)) uv=v-u;

2) (Au+uv) w=Axu-w+uxv-w.

Définition 1.5 — Orthogonalité de deux vecteurs

Dans le plan ou dans Uespace : Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si et
seulementsiu-v =0.

Propriété 1.6 — Liberté d’une famille orthogonale

Dans le plan ou dans Uespace : Une famille de vecteurs non nuls et orthogonaux
deux a deux est libre.

La propriété précédente conduit a la notion de base orthonormée du plan,
de I'espace.




Théoréme 1.7 — Expression du produit scalaire dans une base ortho-
normée

Dans le plan ou dans Uespace : Lexpression du produit scalaire est la méme
dans toute base orthonormeée.

III — Droites 2

Théoréme 2.4 — Colinéarité et déterminant

Dans le plan : Deux vecteurs du plan u et v sont colinéaires si et seulement si leur
déterminant est nul.

Application 1 — Cercle dans le plan

Soit Q un point du plan et R un réel positif. On appelle cercle de centre Q et
de rayon R ’ensemble des points M tels que QM = R. ’équation cartésienne
du cercle s’écrit dans un repére orthonormé quelconque

(x —x0)*+(y —yo)* =R

II — Déterminant de deux vecteurs du plan

Interprétation géométrique Le déter-
minant de deux vecteurs u et v est laire
algébrique du parallélogramme défini par ces
deux vecteurs.

IIT — Droites

Définition 2.1 — Vecteurs colinéaires

Dans le plan ou dans I’espace : Deux vecteurs u et v sont colinéaires ’'un a

Pautre si et seulement si il existe un réel k tel que u = kv ouv = ku.

—  —
Trois points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et BC sont

colinéaires.

Définition 3.1 — Droite
Dans le plan ou dans Uespace : Soit A un pointu un vecteur non nul. On appelle

3 . . Ve . %
droite passant par A et dirigée par u Uensemble des points M tels que AM est
colinéaire a u.

On notera cette droite D(A, u).

Définition 2.2 — Déterminant de deux vecteurs du plan

Dans le plan : Soit u(x,y) € Ret v(x’,y’) € R% On appelle déterminant de u
et v le scalaire ,
det(u, V) Z xy’ —x'y

Théoréeme 2.3 — Expression du déterminant dans une base orthogo-
nale

Dans le plan : Le déterminant de deux vecteurs a la méme expression dans toute
base orthogonale de R2.

Equation paramétrique d’une droite dans le plan Dans le plan ou dans
Pespace : Soit A un point et u un vecteur non nul

MeDAu) < 3teR, AM=t0"

Dans le plan : Si A(x,, y,) et u(x,, y,) alors
X =X+ Xyt
M(x,y)eD(Au) <= avect € R
Y =YatYut
Dans l'espace : SiA(x4, ¥4,24) et u(x,, y,,2,) alors
X =X4+ Xx,t
M(x,y,z) € D(A,u) < Y=Ya+y,t avect € R

2=2g,+32,t




Equation cartésienne d’une droite dans le plan Dans le plan : La colinéa-
—
rité de AM et u(x,, y,) s’exprime a I'aide du déterminant

M(x,y)€D(Au) < det(AM,u) =0
— —yux+xuy+yyxA—xuyA:0

Lensemble D d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 est une droite de vecteur
directeur (—b, a).

Pente d’une droite non paralléle a (Oy) Soitm € R et p € R. Lensemble
des points M (x, y) vérifiant 'équation y = mx + p est une droite. On appelle
m la pente de la droite et p son ordonnée a I’origine. La droite est dirigée
par le vecteur (1, m) qui fait 'angle orienté Arctan(m) avec le vecteur (1, 0).

Seule les droites non paralleles a (Oy) admettent une équation de la forme
y =mx+p.

IV — Plans

IV — Plans 3

X =Xx4+A1x, + 5%,
= I A) ERP Yy = ya+ Ay, + Ay,

2 =2z, + 12, + A2,

Théoréme 4.2 — Vecteur normal a une droite, a un plan

Soit A un point du plan ou de Uespace et 7’ un vecteur non nul. L'ensemble des
points M tels que AM est orthogonal a n est

e Dans le plan : une droite passant par A et dirigée par le vecteur (—b, a).

e Dans l’espace : un plan passant par A et dirigé par deux vecteurs (u, v)
orthogonaux a n et formant une famille libre.

Définition 4.1 — Plan

Soit Aun point de Uespace et u et v deux vecteurs tels que (u, v) forment une famille
libre. On appelle plan passant par A et dirigé par (u, v) Uensemble des points

ﬁ ./
M tel que (AM, u, v) est liée.
On notera ce plan P(A,u, v).

Une famille de vecteurs libres dirigeant P(A, u, v) est une base du plan P.

Equation paramétrique d’un plan dans Pespace Si A(x,, Y4 24) et
u(x,, Y., 2,) et v(x,, y,,2,) alors

M(x,y,2) €P(Au,v) <= 3(A;,4,) €R? tel que AM =Au+A,v




