Continuité sur un intervalle

Notations du chapitre — Dans tout ce chapitre, et sauf mention contraire :

— I est un intervalle de R non vide et non réduite a un point;
— 9 est un domaine de R.

I — Fonction continue sur un ensemble

Théoréme 1.4 — Composition avec une suite
Soit f : 9 — R continue, et (u,),cy Une suite de réels a valeur dans 9.

Si (u,),en st convergente de limite a € 9 alors (f (u,)),ey est convergente de
limite f (a).

Définition 1.1 — Fonction continue sur un ensemble
Soitf : 92— R

On dit que f est continue 9 si et seulement si f est continue en tout point de 9.

II — Théoréme des valeurs intermédiaires

ATexception de x — | x |, les fonctions usuelles sont toutes continues sur leurs
domaines de définition.

Théoréme 2.1 — Théoréme des valeurs intermédiaires (I)

Soit I unintervalle de R contenant au moins deux points, f : I — Runefonction
continue sur I, a et b deux points distincts de I.

Si f(a)f (b) < 0 alors il existe un point c entre a et b tel que f(c) = 0.

Théoréme 1.2 — Opérations algébriques
Soient f et g sont deux fonctions continues sur un domaine 9 et (A, i) € R2.

Les fonctions Af + ug et f x g sont continues sur 9.

Si, de plus, g ne s’annule en aucun point de 9 alors ]—C est continue sur 9.
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Corollaire 2.2 — Théoréme des valeurs intermédiaires (II)

Soit f : I — Runefonction continue surI, ou I est un intervalle de R contenant
au moins deux points. Soit a et b dans I et y un réel entre f (a) et f (b).

Il existe un point c entre a et b tel que f(c) =y.

Théoréme 1.3 — Composition
Soient 9 et 9’ deux domainesde R, f : 2— Retg : 2 — R.

Si f est continue sur 9, si f (2) C 9’ et si g est continue sur 9’, alors g o f est
continue sur 9.

Corollaire 2.3 — Théoréme des valeurs intermédiaires (III)

Soit f : I — Runefonction continue sur I, ou I est un intervalle de R contenant
au moins deux points.

Alors f (I) est un intervalle de R.




Corollaire 2.4 — Soit f : I — R continue et soit a et b deux élements de I,
éventuellement des bornes finies ou infinies. Alors

1) Sif estcroissante:

Ja; bD) = [timf ; timg |
[a;bD) =[ f(@); limg |

Jasb)= ]hmf-f(b)]

fA
fA
fA
fla;b])=[f(a); f(b)]

2) Sif estdécroissante :

IIl — Théoréme de la bijection continue 2

III — Théoreme de la bijection continue

Théoréme 3.1 — Théoréme de la bijection continue

Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R une application strictement
monotone.

— La fonction f réalise une bijection de I sur f {I).

— La bijection réciproque f 1, définie sur f (I), est strictement monotone, et de
méme monotonie que f

— Si, deplus, f est continue, alors f ~* est continue sur Uintervalle f (I).

- £ QasbD = |imf s timg |
- fasbD =] F(); limf |
- fQas3b]) = Jlimf 5 f(@
- f{la;b])=[f(b);f(a)]
Théoréme 2.5 — Théoréme des bornes atteintes

Soit I estun segmentde Ret f : | — R.

Alors f (I) est aussi un segment de R.

Corollaire 2.6 — Une fonction continue sur un segment est bornée est atteint
ses bornes.

Proposition 3.2 — Soit f : [ — J une fonction bijective définie sur un inter-
valle I, a valeurs dans un intervalle J.

Le graphe de la bijection réciproque f ' est symétrique de celui de f par rapport
a la premiére bissectrice.

Corollaire 3.3 — «Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires »

Soit I un intervalle nonvidede R, f : I — R une fonction continue et stricte-
ment monotone sur I, a et b deux points de I.

Si f(a) f(b) < 0alors il existe un unique point c entre a et b tel que f (¢) = 0.
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