BcpsT1 POLYNOMES 9/2017
Début
Ex.1 — Pourquoi les fonctions suivantes ne

sont-elles pas polynomiales ?

f1(x) = |x] fz(x):\/m fa(x)=¢"

falx)=cosx  fe(z)=%
(fs définie sur C, les autres sur R).

Ex.2 — Soit f € C[x] de degrén.
1. Montrer que sin = 1 alors f est surjective.

2. Montrer que sin = 2 alors f n’est pas injec-
tive (considérer x — f(x + 1) — f(x)).

3. Montrer que ces résultats sont faux pour f €

R[x].
Ex.3 — Soit P € R[x] (resp. C[x]). Que dire
de P dans les cas suivants ?

1. P(0) = P(1) = 3. P(x+1) =
P(2)=...(alin- —P(x);
fini) ; 4. xP=P;

2. P(x+1) =
P(x);

Degré, opérations, composées, etc.

Ex.4 — Soit P un polynéme de K[ x]. Détermi-
ner le degré du polynéme x — P(x + 1) — P(x)
en fonction du degré de P.

Ex.5 — Soient n et m deux entiers naturels et
P(x) = (x +1)"™,

1. Calculer les coefficients de P a I’aide de la
formule du binéme.

2. Calculer les coefficients de P en I’écrivant :
P(x)=(x+1)"x(x+1)™

3. En déduire

n

2 (rll)(knil) B (

i=0

Vke[[O;n+m],

Ex.6 — Trouver tous les polynémes P € K[ x]
telsque PoP =P.

Ex.7 — Déterminer tous les éléments P de
K[ x] vérifiant, pour tout (x, y) € K2,
1. P(xy)=P(x)+ P(y) (étudier le degré);
2. P(x+y) = P(x)+ P(y) (étudier le coeffi-
cient dominant).
3. P(x+y)=P(x)P(y);
4. P(xy)= P(x)P(y) (étudier les racines).

Ex. 8 — Déterminer tous les polynémes P de
R[x] tels que (x2 + 1)P(x) = P(x?).

Ex.9 — Meéme exercice avec P(x) = xP’(x).
Ex.10 — Méme exercice avec P(x) = (2x +
1)P’(x).
Ex.11 — Meéme exercice avec (2x% — 3)P” —
6P =0.
Factorisation
Ex.12 — Soit P le polynéme défini dans C[x]

par P(x) =x%+x +1.
1. Quelles sont les racines complexes de P ?
2. Soit (n, p,q) € N°. Démontrer que le poly-
noéme Q défini par Q(x) = x372 + x3P 1 4
x4 est factorisable par P.

Ex.13 — 1. Montrer que le polynéme x —
x2 + x + 1 factorise le polynéme x — (x +
1)?"*1 4+ x"*2 pour tout entier naturel n.

2. Montrer que le polyndme x — x2 + x facto-
rise le polyndme x — (x +1)*"+1 —x21+1 1,
pour tout entier naturel n.

3. Montrer que le polyndéme défini par P,(x) =
( i xk)z —n?x""! est divisible par x —
(x —1)?, pour tout entier naturel n > 2.

Ex.14 — Lesquelles des expressions suivantes
sont des fonctions polynémes ?

x°—11x*+29x3 — x2 — 42x x®°
x3—4x2+x+6 x2(x—1)2
x2—x—2 x?-3x+2 x?-1
x—1 x+1 x—2

Ex.15 — Déterminer tous les polynémes de
R[x] vérifiant P(2x) = P’(x) x P”(x).



Racines, factorisation

Ex.16 — 1. Soitn € N et soit P un polynéme
de degré inférieur ou égal a n. On suppose
que P prend au moins (n + 1) fois une méme
valeur oz. Démontrer que P est constant, égal
aa.

2. Soitn € N. Soient P et Q deux polynomes
de degrés inférieurs ou égaux a n. On sup-
pose qu'il existe (n + 1) nombres complexes
2, - - -, 2, tels que P(z;) = Q(z;) pour tout
k€[ 0;n]. Démontrer que P =Q.

3. Endéduire:

a) un polynéme qui admet une infinité de
racines est le polynome nul;

b) soient P et Q deux polynomes; si 'en-
semble [z € K; P(2) = Q(z)] est infini,
alors P =Q.

Ex.17 — Soit P = x%+ mx* + 10x® + nx +p
avec (m,n, p) € R3. Trouver m, n, p pour que P
admette une racine quadruple. Factoriser ensuite
P.

Ex.18 — 1. Exprimer cos56 en fonction de
cos 0 et sin 0, puis en fonction de cos 6 seul.

2. Trouver un polynéme P de degré 5 tel que
l'onait: V0 € R, cos50 = P(cosf).

3. Quelles sont les racines de P ? Les ranger
dans I'ordre croissant.

4. Donner la valeur de cos(7t/10).

Ex.19 — Factoriser les polynomes suivants
dans C[x], et dans R[x] quand caaunsens: x —
XC—l;x—x*+1; x> x"—1;x — x8+x*+1;
x = x?+ 13 —8x3.

Ex.20 — Soit n € N*. On considere le poly-
noéme P(x) = nx""2 —(n+2)x" + (n + 2)x —n.
Quel est 'ordre de multiplicité de la racine 1?
Factorisation par x —17?

Ex.21 — Factoriser le polynome
= (n
P(x)= sin(k@)x*
SENWREND

Divers

Ex.22 — On définit une suite (P,),>; de po-
lynémes en posant P, = 1, P, = x, et P, =
xP,_, —P,_, pour tout entier n = 2. Montrer que

Pf —P. 1P, =1pourtoutn = 1.

Ex.23 — On considere la suite (P,), oy de poly-
nomes définie par

Po=x*> VneN, P, =(1+x*)P/—2(n+1)xP,

Déterminer le degré de P, ainsi que son coefficient
dominant.

Ex.24 — Soit P(x) = x® + ax? + Bx +y un
polynéme complexe. On note a, b, c les racines de
p.

1. a) Exprimera+b+c,abcetab+bc+ca
alaidedea,f,7y.
b) Exprimer de méme a? + b% + c2.
¢) Trouver trois nombres réels a, b, c tels
quea+b+c=6,abc=6eta®+b%+
2 =14.

2. Résoudre dans C3 les systémes suivants :

x+y+z=1 x+y+z=3
x*+y*+22=9 Xy +yz+zx =2

x Ty Ttz =1 4y +22=9

Ex.25 — Trouver A tel que x° + x? + Ax + 6
admette 2 zE€ros x; et x, tel que x; +xy = X1X5.

Ex.26 — Soit P un polynéme a coefficients com-
plexes tel que pour tout x réel, on a P(x) € R.
Montrer que les coefficients de P sont réels.

Ex.27 — PoLYNOMES DE HERMITE On définit
les polynomes suivants :

_ox(x—=1)---(x—k+1)
B k!

Soit n € N*. Donner la matrice représentant dans
la base (Hy,Hy,...,H,) de R, [x] (justifier) 'en-
domorphisme ® : P — P(x+1)—P(x)

Ex.28 — R[x] est 'espace vectoriel des poly-
némes a coefficients réels. R, [x] est I'espace vec-
toriel des polynomes a coefficients réels de degré



inférieur ou égal a n (n € N). On consideére

f ¢ |R[x] — R[x]

P — (4x +1)P(x)—(x—2)(x +1)P'(x)

1. Comparer le degré du polynéme f (P) et le
degré du polynéme P.

2. Endéduire qu'il existe n € N, unique, tel que
fir,[x] S0it un endomorphisme de R,[x]. On
note ¢ larestriction de f a R, [x].

3. Déterminer la matrice de ¢ dans la base ca-
nonique de R, [x].

4. Déterminer Kergp, et montrer que
(@(1),0(x),p(x?),p(x®)) est une base

de Imo.
Ex.29 — Soit f la fonction définie sur R par
f)=—.
v1+x?

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, il
existe un polynéme P, tel que :

P,(x)

TR SO= Gy

On raisonnera par récurrence, et on mon-
trera en particulier que P,,;(x) = (1 +
xz)Pé(x) —(2n+1)P,(x) pour n € N.
2. a) Expliciter P, P;, P,.
b) Déterminer le coefficient dominant et
le degré de P,,.
¢) Etudier la parité de la fonction P,,.

3. a) Montrer que
VxeR, (1+x)f'(x)+xf(x)=0.

b) En dérivant suffisamment la relation
précédente montrer que

YneN*, P,.,+(2n+1)xP,+n*(1+x*)P,_; =0

¢) Calculer P,(0) pourn € N.

4. En utilisant les questions (??) et (??) mon-

trer que P/ = —n%P,_; quel que soit n € N*,
En déduire un procédé de calcul des poly-
noémes P,.

5. a) On suppose que P, a n racines réelles
distinctes. Montrer, en utilisant le théo-
réme de Rolle et la question précédente
que P,.; a n + 1 racines réelles dis-
tinctes.

b) Montrer que P, a n racines réelles dis-
tinctes.

Ex.30 — On cherche les polynémes P de C[x]
divisibles par leur polyndéme dérivé P’.

1. Montrer que les polynomes du premier degré
le sont.

2. Montrer que si P’ divise P, alors toute racine
de P’ d’ordre k est une racine d’ordre (k + 1)
de P.

3. Endéduire que P ne possede qu'une seul ra-
cine et conclure.
INDICATION : Utilisation la décomposition de P en produit

de polynémes du premier degreé.

Ex.31 — Soit f définie sur R par f(x) =
1

1+x2
1. Montrer que f est C* sur R et que, pour
tout entier n, il existe un polynéme réel P,
tel que

P, (x)

Vx e R, f(n)(.X') = m

2. En dérivant n fois la relation (1+x2)f (x) =
1, donner une relation liant P,, P,_; et P,_,.

3. En déduire que

Vnel[2; +oo[, P_,=—n(n—1)P,_,

Ex.32 — Soienta et b deux réels distincts. On
note E 'ensemble des polynémes de R,[x] ad-
mettant a et b comme racines. Montrer que E est
un R-espace vectoriel, puis déterminer une base
de E.

Ex.33 — Soit(a,),cy une suite de réels positifs,
avec ay > 0. Pour n € N*¥, on définit la fonction

n
Vx €R, P.(x)=—ay,+ Z a;x*
k=1

1. Montrer que P, admet une unique racine
dans R, . Onlanote x,,.

2. Prouverquex, €[0;1].
3. Démontrer que (x,),cy €St monotone et en
déduire qu’elle est convergente.

4. Quelle est sa limite ?






