INTEGRATION

BCPST 1, 3/2018

CALCULS PLUS OU MOINS SUBTILS

Exercice 1
Calculer les intégrales suivantes (n € N)

1 rl
-1
Jx”dx nx™ " dx
0 Jo
1 1

(2x +1)"dx
0 0

2 1
[
Jindx
1 X Jo

1
3(x+2)(x—5)dx
0

x™2 dx

1
f 3x2+2x + 1dx
0

Exercice 2

Calculer les intégrales suivantes, a 'aide d’'une
intégration par parties. Préciser I’ensemble de
valeuxrs de x.

1. Arctant dt
0

/4
2. f cosx In(1 + cosx) dx
0

X
B.J tlnt dt
0

X
4.J tsin(t) dt
0

Exercice 3

Calculer les primitives des fonctions suivantes, en
utilisant un changement de variables. Préciser a
chaque fois un domaine de validité.

1l.x— i avect =x/a;
2.x = x?In(x®—1) avecu=x3;
3.x—cos>x avecsinx =u;
4. x — X avec u = x2.
1+ x4
Exercice 4
Calculer les primitives suivantes
t2+3
C) e+ )4

3
2. X dx
1+ x4

10

dt 1
3. J (11 (Trouver a, b tels que m =

x"lnx dx (neN)

9.
Vv1i+x— x2

Arctan x dx

6

E our transformer _t )

u u? 71+ 7))
4, fsmtcos tdt
5. f Arctan(t'/?) dt
6. J C 1)2 (poser t =tanu)

2x+1

7. f xz(i 1 dx (Poseru = x(x+1).)

X Exercice 5

Calculer les intégrales suivantes

(4 ox—4

I = . X doc :J sm6x
Js x2—3x+2 /4 COS
rl 1 /4

I;= dx x tan? x dx
Jo ex+1
r'l

IS:J a**e* dx J vV1—x2dx
0
rrr/2

I, = sin 2x e“5* dx

’ Jo L VX 1

Io= foﬂ/“x(tan2 x + tan® x) dx

Exercice 6
Calculer les intégrales suivantes

s

2 sin® x cos x )
1. — dx (Poser u =sinx.)
0 1+ cos2x

1
2. f e?tIn(1 +e’) dt (Poseru =e'.)
0



(Poser t = tan(x/2).) En déduire

J dx
3. -

sinx
Jﬁ dx

1 xV1+4x2

12e2x+e"+1
Y T
0 esX +1

bu+c
u?2+1

(Poser x =tant.)

2 +u+1 _

dx (Utili
x (Utiliser 2+ 1)

a . . .
— pour a, b, ¢ bien choisis.)
u

Exercice 7

1

~ G—Dx-5)
primitive de f sur ]1;5[.

1.Soit f : Xx Donner une

On trouvera deux réels a et b tels que

1 a b
xe]|l;5](, = +
v ] [ (x—1)(x—=5) x—1 x-5
o 1
2. Calculer une primitive de ——.
x2—5x—6

FONCTIONS DEFINIES PAR MORCEAUX

Exercice 8

1
1. CalculerJ l4x + lJ dx.
0 2

1
2. Calculer J sup (x, (x— 1)2) dx.
0

Exercice 9
On considere la fonction
f I R—R
e’ —1
X — X
Cos X
Démontrer que f est continue sur R. En expliciter

si x<0

sinon

la primitive qui s’annule en 1.

Exercice 10

Soit
f I R—R
In(1 + x2 .
% si x<O0
X — X
CcOS X .
sinon.
eX

Démontrer que f admet des primitives sur R. Cal-
culer ces primitives.

Exercice 11
Expliciter une primitive de x — | x| sur R.

ASTUCES DIVERSES

Exercice 12
Soient a, b, ¢, d quatre réels. Soient les primitives

- [ acosx + bsinx
J ccosx +dsinx
S [ cos x dx
J ccosx+dsinx
K= [ sin x dx
J ccosx +dsinx

1. Calculer cJ +dK et dJ —cK.
2. En déduire J et K, puis I.

Exercice 13

1. Soit a calculer

; _J”/z sin[(2n+1)x]
o

- dx, (neN).
sinx

Calculer I, — I,,. En déduire la valeur de I,
pour tout n.
2. Reprendre la question précédente avec

7[/2

Exercice 14

sin 2nx

- dx,(n€N)
sin x

Montrer que

/4 /4 -
J In(cosx)dx = J In (cos (— — x)) dx
0 0 4

/4

En déduire la valeur de J In(1 + tanx) dx.

0

INTEGRALE ET INEGALITES

Exercice 15

a 1+ x2
Soit I = - dx. En encadrant
—a at—x
1+ x2
a2 —x2’

REPONSE : T

calculer lim I.
a—0

Exercice 16



1. Montrer que

k+1
1 1 1
VkeN', ——< —dx < —.
k+1 Jk x k
-1
2.0n pose pour n € N*, u,, = E —. Montrer
. k

=1
que u, ~ Inn. Quelle est la limite de (u,,),en ?

3. Soit v, = u,, — Inn. Montrer que v, est bornée,
puis étudier sa monotonie (étudier v, .1 —v,).
Que peut on dire de v,, ?

Exercice 17
Soit f une fonction continue sur [0 ; 1].
X

tf(t)dt=0.

.1
Montrer que lim —
x—0 Xx 0

FONCTIONS DEFINIES PAR DES INTEGRALES
Exercice 18
Soit a et b dans [0 ; 7r/2[. Démontrer que

b
1 tan b
[ ot ax (222
. Cosxsinx tana

Exercice 19 — FEtudede f : x Hf

X

2x ¢

e
— dt.
t

1. Montrer que f est définie, continue et déri-
vable sur R* et calculer f’.
2. Montrer

Vx €R%, (In2)e* < f(x) < (In2)e*.

3. Calculer la limite de f(x) lorsque x — 0 et
x > 0. Méme question lorsque x — O et x <O.

4. Peut on prolonger f par continuité en 0? Si oui,
étudier la dérivabilité du prolongement de f
en 0.

5. Etudier les branches infinies de f. Tracer sché-
matiquement son graphe.

Exercice 20
Calculer la limite quand x tend vers +oco de x —

2
* dt
x V1+t24+t4

INDICATION : Etudier la monotonie de la fonction t —»

et en déduire un encadrement de l'intégrale.

1
V1+t2+t4

Exercice 21
Soit

g | R— R

2x 2

t

X — — - dt

. tZ4+sin“t

1. Montrer que g est C! sur R.

2. Déterminer le comportement asymptotique de
g en+00.

Exercice 22

Soit f la fonction définie sur R par f(t) =t +¢.

1. Démontrer que f admet une fonction réci-
proque g sur R.

2. Soit G la fonction définie sur R par G(x) =
f(;c g(y) dy. Calculer G en fonction de g.

INDICATION : Utiliser un changement de variable.

SOMMES DE RIEMANN

Exercice 23

Calculer lim S, quand
n—+0oQ

EXERCICES CLASSIQUES

Exercice 24 — Intégrales de Wallis

Soit n un entier naturel et

/2
I, :J sin" t dt
0

1. a) Calculer Iy, I, I,.
b) Montrer que la suite (I,,),,cy est décrois-
sante. Est-elle convergente ?
2. a) A laide d’une intégration par parties,
montrer que

VneN, (n+2),,,=Mn+1)I,.



b) Calculer nl,I,_;, pour n € N*.

I
3. a) Montrer que Vn € N — <
I In—Z
< 1.
In—l
b) Montrer que lim = 1, et en dé-

n—+0o In—l

duireque I, ~ I,,_;.
c) Utiliser le résultat de la question 2.b
pour en déduire un équivalent de la

suite (1) en-

Exercice 25 .

Pour n € N, on note [, = J x"e ™ dx.
0

1
1. a) Montrerque VneN, O0<I,< —1
n
b) En déduire que la suite (I,,) converge et

donner sa limite.
2. A Taide d’une intégration par parties, établir

Intq
que Vn €N, In:(n-l—l)e nn-:l'

3. a) En déduire que Yn € N,0 < [, —
1

< .
(n+1)e @M+1)(n+2)
b) Trouver un équivalent simple de I,, quand

n tend vers +00.
Exercice 26
Soit n un entier naturel non nul.
1. Montrer que l'on a, pour tout x € [0 ; 1]

1 —x n+1
=1—x+x2—“A{—xY+£—l——
1+x 1+ x
1 —X2 n+1
———3421—x2+x4—.”+(—x%”+£——23—
1+x 1+ x

2. En intégrant ces égalités sur l'intervalle [0 ; 1],
trouver la limite des suites

1 "
Sp=1——+...+

2 n+1

1 ="

et tp=1—=+...+ :
3 2n+1

Exercice 27

On considére la suite d’intégrales J, =

1 e—nx
dx ol n est un entier positif.
o e +1
1
1. Calculer I =
o e +1

Exprimer J, en fonction de I et en déduire la
valeur de Jj,.

2. Montrer que, pourn=1,0< J, < 1
En déduire la limite de la suite (Jn):eN.

3. Montrer que la suite (J,,),,c est décroissante.
En déduire sans calcul supplémentaire que
U4 1) S In S S Uy + )

4. Calculer la valeur de J,, + J,,_; en fonction de
n.

5. En déduire la limite de la suite (nJ,,),en-

POUR FINIR...
Exercice 28
Soit a et b deux réels avec a < b.
1. Soit f et g deux fonctions continues sur [a ; b],
avec f de signe constant.
a) Démontrer que

[ageco] [ 1< [ rxs<[space] [

b) Démontrer qu’il existe y € [a ; b] tq

b b
J f(X)g(X)dx=g(y)J f(x)dx

2. Soit f une fonction de classe C! dont la déri-
vée soit de signe constant sur [a ; b], et g une
fonction continue sur [a ; b]. Démontrer qu'il
existe y € [a ; b] tel que

b y b
J fg=f(a)J g+f(a)J g
a a Y

INDICATION : Poser G(x) = qu g(t) dt, faire une inté-

gration par parties et utiliser la question précédente.

Exercice 29

Soit F la fonction définie par F(x) =
2x o9 .

f . tosintdt.

1. Donner 'ensemble de définition de F et mon-
trer que F est de classe C*° sur cet ensemble.

2. Montrer que F est une fonction paire.

3. Calculer, pour tout x de R, F(x).

+
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