APPLICATIONS LINE,'.AIRES
BCPST I, 2018

EXERCICE T
Justifier que les applications suivantes sont li-

3. Montrer que f est surjective si et seulement
elle transforme une base de E en une base

néaires, calculer leur image et noyau : deF.
1. fi: R?® — R? EXERCICE 4
(x,y,2) — (2x—y,x+¥) Soit E un e.v. et f € ¥ (E). On suppose que f
2. fy R? — R3 vérifie équation f2 —3f + 2Id; = 04 (p)-
(x,y) — (2x—=3y,x—y,x +2y) 1. Montrer que f est inversible et donner I'ex-
3. f3: R® — R3 pression de f ! en fonction de f et de Id.
x,y,2) — (x—2y,x, . Pour tout n € N, montrer qu’il existe deux
y 2y,x,5y 2. P N ’il existe d
4. f, : R® — R3 réels o, et 3, tels que f" = o, f + B,1dg.
(x,y,2) — (2x+3y—z, Quelle relation de récurrence vérifient les
—2x—3y +z, suites (atp)en et (Brn)nen?
4x + 6y —22) 3. Endéduire I'expression de f" en fonction de
5. f5 : RB — RB f, de IdE etden.
(x,y,2) — (3x —y,2x +2,x —22) 4. Donner enfin 'expression de f " en fonction
de f etdeIdg.
6. fo : R3 — R,[X] f E
(x,y,2) —> (x+y +2)+xX + (y —z)x2 ExErcicEs — Trés utile
7. fr R3 — R3 Soit E un e.v. de dimension finie, et f € £(E).
(x,y,2) — (x—y+2z,x+2y —2,2x +2) 1. Onsuppose que
. 3 3
8- fo s R —R Ige4(E), gof=1d;
(x:}’;z) —_ (an_yay +Z)
9. fo : R?® — R3 Démontrer que f est injective. En déduire

EXERCICE 2
Soitu € % (E,F), Z une famille finie d’éléments
deE.
1. Montrer quesi & estliée, u () estliée. Don-
ner la contraposée de cette implication.
2. Montrer que si & est génératrice (de E),
u () est génératrice de Imu.

EXERCICE 3
Soient E,F deux espaces vectoriels et f €
XZ(E,F).

1. Montrer que f estinjective si et seulement si
f transforme toute famille libre de E en une
famille libre de F.

2. Montrer que f est surjective si et seulement
elle transforme une famille génératrice de E
en une famille génératrice de F.

(x,y,2) — (x+y,y +2,2x —3y +2)

qu’elle est bijective.
2. On suppose que

dg€¥(E), fog=Idg

Que peut-on dire de f ? Justifier votre ré-
ponse.
3. Donner un énoncé similaire a propos des ma-
trices carrées.
EXERCICE 6
Soit E un espace vectoriel sur R admettant une
base (eq, ey, €3). Soit f un endomorphisme de E
définipar: f(e;) = 2e,+3e3, f(ey) = 2e;—5e9—
8es et f(e3) = —eq +4ey + Ges.
1. Justifier 'existence et 'unicité de f .
2. Déterminer Ker(f —Idg) et en donner une
base.
3. Déterminer Ker(f2 +1dg) et en donner une
base.



4. Montrer que Ker(f —Idg) NKer(f2+1dg) =
{0g}.

5. Montrer que la réunion des deux bases pré-
cédentes constitue une base de E. Trouver
limage par f?2 des vecteurs de cette base.

EXERCICE 7

Dans R* montrer sans aucun calcul que I'en-
semble E des u = (x, y, 2, t) € R* vérifiant que
x+3y—2z—5t=0etx+2y+z—t=0estun
sous-espace vectoriel. En donner la dimension.

EXERCICE 8 — Vraiou faux?
Soit f est une application linéaire d'un e.v. E dans
une.v. F
1. si  (ey,ey,...,e,) est libre alors
(f(ey),...,f(e,)) estlibre;
2. si (f(e1),...,f(e,)) est libre alors
(e1,e9,...,e,)estlibre;
3. si(ey,eq,...,e,)est génératrice de E alors
(f(eq),...,f(e,)) est génératrice de F;
4. si (f(ey),...,f(e,)) est génératrice de F
alors (eq,es,...,e,) est génératrice de E ;
5. silmf =F alors f estinjective;
6. silmf = F etdimF = dimE alors f est
injective;
7. silmf =ImgetKerf =Kergalorsf =g
(avec g une autre application linéaire de E
dans F).

EXERCICE 9
Soit E un espace vectoriel et (f, g) € (Z(E))?.
Montrer que f (Ker(go f)) =KergNImf.

EXERCICE 10
Soitep : |R,[X] — R,[X]
P— P(X—1)
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de
R, [X].
2. Déterminer Ker¢p. Que pouvez-vous dire
degp?

EXERCICE 11
Soit (e, e, e3) une base d’un espace vectoriel E
et A un réel. Démontrer que la donnée de

fler) =ejtey flex) =e1—ey

f(e3) =ejtaes

définit un endomorphisme de E. Comment choi-
sir A pour que f soit injective ? surjective ?

EXERCICE 12
Soit E et F deux espaces vectorielset f € £ (E, F).
Montrer que

1. f est injective ssi 'image de toute famille
libre de E est une famille libre de F ;

2. f estsurjective ssil'image de toute famille
génératrice de E est une famille génératrice
deF;

3. f estbijective ssil'image de toute base de E
est une base de F.

EXERCICE 13
Soit E un espace vectoriel de dimension n
et f un endomorphisme de E tel que Yu €
E, (u, f (u)) est liée. Montrer que f est une homo-
thétie.
EXERCICE 14
Soity : |R,[X] — R,[X]
P —> P(X +1)—2P(X)
1. Montrer que y est un endomorphisme de
Rn [X]‘
2. a) Déterminer I'image des vecteurs de la
base canonique de R,[X ] par y.
b) En déduire Imy.
3. Déterminer Kery.

EXERCICE 15

Soit E = Ry[x], F = R[X] et f
E—F
P —> xP’'(x)

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Montrer que f définit un endomorphisme
deE.

3. Déterminer Ker f.

EXERCICE 16

Soit ¢ : R[X] — R[X ] définie par ¢p(P) = P(X +
1) — P(X). Montrer que ¢ est une application li-
néaire et déterminer Ker(¢).

EXERCICE 17
Soit f € 4(E,F)et g€ £4(F,G).
1. Montrer que Ker(f) c Ker(go f) etIm(g o
f)cImg.



2. Montrer que si, de plus, g est injective, alors
Ker(f) =Ker(g o f).
3. Donner une condition suffisante pour que

Im(gof)=Img.
EXERCICE 18
Soit f et g deux endomorphismes d’un espace
vectoriel E tels que g o f = f o g. Montrer que
Ker f etIm f sont stables par g.

EXERCICE 19
On considére 'application f de R? dans R? défi-
nie par

V(x,y) e R?, flx,y)= (—%x + 3y,—%x +2y).

1. Vérifier que f est une application linéaire.
Chercher un vecteur v; = (x1, y;) et un vec-

teur vy = (x5, y,) de R? tels que

fod=yn e fo)=v,

Montrer que (v;,v,) est une base de R2.
Donner, avec toutes les justifications néces-
saires, une base de Im f. Que peut-on dire
def?
Dans la suite de cet exercice, on considere
neN*. Onpose f"=fofo---of (nfois).
Déterminer f"(vy) et f™(v,).
On note (eq,e,) la base canonique de R?,
c’est-a-dire e; = (1,0) et e5 = (0, 1).

a) Exprimer e; en fonction de v, et v et

faire de méme pour e,.

b) Endéduire f"(e;) et f*(e;) en fonction
de e et ey, puis f"*(x,y) pour (x,y)
quelconque dans R?.

Soit (x)nen et (Vn)nen les deux suites défi-
niesparxg=1ety,=1et

1 1
VkeN, xp4 = 53Xk F3Yk €Y jer1 = 5 Xk 2k

a) Onpose,pourtoutn € N,u, = (x,,, ¥,)-

Montrer que pour tout n € N*, u,
£ (up).

b) En déduire I'expression de u,, puis celle
de x,, et y, pour tout n € N.

EXERCICE 20
Soit E Te.v. des suites numériques et f
E— E

(Undneny — (M) pen

1. Montrer que f est une a.l. Est-elle injective ?
surjective ?
2. Soitg E— E
(Undnen — (Un—1)n>1
Montrer que g est une a.l.
3. Déterminer fogetgof.

* EXERCICE 21
Soient & un nombre réel et n € N. Montrer que
I'application ¢ suivante est un isomorphisme d’es-
paces vectoriels et exprimer sa réciproque.

RH[X] —_ Rn-{-l
P —> (P(a),P'(),--- ,p(k)(a)’ ... ,p(n)(a))

(/B

UTILISATION DES MATRICES

EXERCICE 22
Soit E un espace de dimension 3 et u € Z(E)
tel que u® # 0 et u3 = 0. Montrer qu'il existe
une base de E dans laquelle la matrice de u est
010
0 01
0 0O
INDICATION : Partir d’un vecteur e tel que u?(e) # 0.
EXERCICE 23
Déterminer le noyau et 'image des applications
linéaires canoniquement associées aux matrices
suivantes (on a le droit de réfléchir avant de se
lancer dans des calculs...) :

0
01 2 0
1,(1234), 101 0],
01 2 0
0
1 2
(123) 3 4
4 5 6)°
5 6

EXERCICE 24
Soit M une matrice de .#,(K) de rang 1.



1. Montrer que I'on peut trouver deux matrices
A€ My1(K)etB € M ,(K)tellesque M =
AB.

2. Application Déterminer les matrices de
M5(K) telles que M? = 0.

MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES

EXERCICE 25

1 1 1-m
DonnerlerangdeM =|1+m —1 2 ],
2 —m 3

oum€e€R.

EXERCICE 26

Trouver les noyaux et images des endomor-
phismes représentés par leurs matrices dans les
bases canoniques :

1 1 -1 2 -1 1 5
A=|-3 -3 3 B=|-1 2 3 —4
-2 =2 2 3 0 5 6

EXERCICE 27

Pour chacune des matrices suivantes, donner son
rang, puis donner une base du noyau et une base
de I'image de 'endormorphisme canoniquement

associé :
1 21 1 1 0
A= 1-31 4]|; D = 1 0 1];
-3 4 7 01 1
1 1 1 1 -3 4 0
1 0 0O -2 4 7
B = ; E=
1 1 0O 1 0 -7
1 010 -1 4 O
4 2 0
c=|1 2 =-3];
10 0 12

EXERCICE 28

Déterminer le rang de la matrice A =
1 21 2

2 4 3 5

3153

-1 5 2 8

EXERCICE 29

Soit 8 = (eq,eq,e3) une base d'un K-e.v. E, f €

a a/ a//

Y(E) avecmatg (f) = | b b b” |. Quelle

C C/ C//

est la matrice de f dans 6 ?
€ = 3.5i ¢ = (e —
(eg,€3,€1); 2eq,e3,61 + €9 +
2. si € = (e + es).
e,€3,€1);

EXERCICE 30

1. si

Soit B = (ey, e,, e3) une base d'un K-espace vec-
toriel E et % = (e, eq, €5 + €3).
Soit f 'endomorphisme de E représenté dans %

« B B
par lamatrice | § o 8
B B «

Ecrire la matrice de f dans la base %.

EXERCICE 31

3 -1 1
Soit f € £(R®)dematrice| 0 2 0 |dansla
1 -1 3

base canonique. Déterminer la matrice de f dans
la base ((1,0,—1),(0,1,1),(1,0,1)).

EXERCICE 32

0 ... 0 1
SoitA = € M, (K).
0 1
1 0 ...0

1. Enutilisant 'application linéaire associée de
2(K",K"), calculer AP pour p € Z.

2. Méme question avec A =
0O 1 ... 0
: .1
0O ... ... 0

EXERCICE 33
Soit f : |Ry[X] — Ry[X] .
P+— (X+2)P —P(X +2)
1. Montrer que f est un endomorphisme de
Ry4[X].
2. Donner la matrice de f dans la base cano-
nique de R4[X].



3. Déterminer le rang, le noyau et I'image de
f.

EXERCICE 34

1. Déterminer le rang de la matrice A =

1 -2 0
-2 3 =2
1 1 6

2. Soit E un espace vectoriel de dimension 3
et B = (e1,ey,e3) une base de E. Soit f €
Y(E)telleque f(e;) = e;—2eq+e3, f(ey) =
—2e; +3ey + ez et f(e3) = —2e, + bes.

a) Ecrire la matrice de f dans la base 2.
b) Déterminer le rang de f, une base de
son noyau et une base de son image.

USAGE DE LA FORCE

EXERCICE 35
Pour deux entiers naturels non nuls i et j, on note
0;; le symbole de Kronecker :

5i;

i=1 si i=j et 0;; =0 sinon

Soitn € N* et (i,j) € ([ 1; n])* Onnote E;; la

matrice (J;;)1<i<n-
1<j<n

1. Ecrire les matrice E; j pour n = 2. Les recon-
naitre.

2. Dans le cas général, calculer E;;Ey; avec
(i,j,k,1) € ([ 1;n])* (on pourra utiliser la
formule générale de multiplication des ma-
trices).

3. Montrer que I, +E;; est inversible, et donner
son inverse.

EXERCICE 36 — Polynémes de Hermite

On définit les polyndmes suivants :

HOZ]., H]_:X,
XX —1)- (X —k+1)
B k!

pourk =2, P

1. Justifier que (Hy,Hy,...,H,) est une base
de C,[X].

2. Soit n € N*. Donner la matrice représentant
dans la base (Hy, Hy,...,H,) de C,[X]'en-
domorphisme ® : P— P(X +1)—P(X)

EXERCICE 37

On considére, dans I'espace vectoriel R® muni
de sa base canonique (e, e,, e3) les vecteurs i =
(—1,0,—1),j=1(2,1,0), k = (0,—1, 1) et on défi-
nit les matrices suivantes:

4 —4 —4
A=|[0 1 -—1| sineN
1 -1 1

Fnzt(n n 0) cnzt(n+1 1 0)

1. Donner la matrice de passage P de la base
(e1,eq,e3) ala base (i, j,k) et calculer son
inverse. Calculer la matrice J définie par:
J =P71AP.

2. Soit (uy)hens (Vidnen €t (W) e trois suites
définies par :

u0=1 VOZWOZO
Uy =4u, —4v, —4w,+n+1
Vpa1 =Vp—wp+1

Wn1 =Up —Vp— Wy

Pour tout entier naturel n, on pose X, =
t(un Y Wn) et on définit la matrice Y,
par larelation Y, = P~1X, — P7'F,.
a) Calculer Y.
b) Vérifier que F,,,; =AF,+ C,
c) Exprimer, pour tout entier naturel n,
X .41 enfonctionde X, de Aetde C,,.
d) Montrer que Y,,,; =JY,, puis calculer
Y,, en fonction de n seulement.
3. Donner, pour tout entier naturel n, les ex-
pressions de u,,, v, et w,, en fonction de n.
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