
Applications linéaires
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Exercice 1
Justifier que les applications suivantes sont li-
néaires, calculer leur image et noyau :

1. f1 : R3 −→ R2

(x , y, z) 7−→ (2x − y, x + y)

2. f2 : R2 −→ R3

(x , y) 7−→ (2x − 3 y, x − y, x + 2 y)

3. f3 : R3 −→ R3

(x , y, z) 7−→ (x − 2 y, x , 5 y)

4. f4 : R3 −→ R3

(x , y, z) 7−→ (2x + 3 y − z,
−2x − 3 y + z,
4x + 6 y − 2z)

5. f5 : R3 −→ R3

(x , y, z) 7−→ (3x − y, 2x + z, x − 2z)

6. f6 : R3 −→ R2[X ]
(x , y, z) 7−→ (x + y + z) + x X + (y − z)X 2

7. f7 : R3 −→ R3

(x , y, z) 7−→ (x − y + z, x + 2 y − z, 2x + z)
.

8. f8 : R3 −→ R3

(x , y, z) 7−→ (z, x − y, y + z)

9. f9 : R3 −→ R3

(x , y, z) 7−→ (x + y, y + z, 2x − 3 y + z)

Exercice 2
Soit u ∈ L (E, F) ,F une famille finie d’éléments
de E.

1. Montrer que siF est liée, u (F ) est liée. Don-
ner la contraposée de cette implication.

2. Montrer que si F est génératrice (de E),
u (F ) est génératrice de Im u.

Exercice 3
Soient E, F deux espaces vectoriels et f ∈
L (E, F).

1. Montrer que f est injective si et seulement si
f transforme toute famille libre de E en une
famille libre de F .

2. Montrer que f est surjective si et seulement
elle transforme une famille génératrice de E
en une famille génératrice de F .

3. Montrer que f est surjective si et seulement
elle transforme une base de E en une base
de F .

Exercice 4
Soit E un e.v. et f ∈ L (E). On suppose que f
vérifie l’équation f 2 − 3 f + 2IdE = 0L (E).

1. Montrer que f est inversible et donner l’ex-
pression de f −1 en fonction de f et de IdE .

2. Pour tout n ∈ N, montrer qu’il existe deux
réels αn et βn tels que f n = αn f + βnIdE .
Quelle relation de récurrence vérifient les
suites (αn)n∈N et (βn)n∈N ?

3. En déduire l’expression de f n en fonction de
f , de IdE et de n.

4. Donner enfin l’expression de f −n en fonction
de f et de IdE .

Exercice 5 — Très utile
Soit E un e.v. de dimension finie, et f ∈ L (E).

1. On suppose que

∃g ∈ L (E), g ◦ f = IdE

Démontrer que f est injective. En déduire
qu’elle est bijective.

2. On suppose que

∃g ∈ L (E), f ◦ g = IdE

Que peut-on dire de f ? Justifier votre ré-
ponse.

3. Donner un énoncé similaire à propos des ma-
trices carrées.

Exercice 6
Soit E un espace vectoriel sur R admettant une
base (e1, e2, e3). Soit f un endomorphisme de E
défini par : f (e1) = 2e2+3e3, f (e2) = 2e1−5e2−
8e3 et f (e3) = −e1 + 4e2 + 6e3.

1. Justifier l’existence et l’unicité de f .
2. Déterminer Ker( f − IdE) et en donner une

base.
3. Déterminer Ker( f 2 + IdE) et en donner une

base.



4. Montrer que Ker( f − IdE)∩Ker( f 2+ IdE) =
{0E}.

5. Montrer que la réunion des deux bases pré-
cédentes constitue une base de E. Trouver
l’image par f 2 des vecteurs de cette base.

Exercice 7
Dans R4, montrer sans aucun calcul que l’en-
semble E des u = (x , y, z, t) ∈ R4 vérifiant que
x + 3 y − 2z− 5t = 0 et x + 2 y + z− t = 0 est un
sous-espace vectoriel. En donner la dimension.

Exercice 8 — Vrai ou faux?
Soit f est une application linéaire d’un e.v. E dans
un e.v. F

1. si (e1 , e2 , . . . , en) est libre alors
( f (e1), . . . , f (en)) est libre;

2. si ( f (e1), . . . , f (en)) est libre alors
(e1 , e2 , . . . , en) est libre;

3. si (e1 , e2 , . . . , en) est génératrice de E alors
( f (e1), . . . , f (en)) est génératrice de F ;

4. si ( f (e1), . . . , f (en)) est génératrice de F
alors (e1 , e2 , . . . , en) est génératrice de E ;

5. si Im f = F alors f est injective;
6. si Im f = F et dim F = dim E alors f est

injective;
7. si Im f = Im g et Ker f = Ker g alors f = g

(avec g une autre application linéaire de E
dans F).

Exercice 9
Soit E un espace vectoriel et ( f , g) ∈ (L (E))2.
Montrer que f 〈Ker(g ◦ f )〉= Ker g ∩ Im f .

Exercice 10
Soit φ : Rn[X ] −→ Rn[X ]

P 7−→ P(X − 1)
.

1. Montrer que φ est un endomorphisme de
Rn[X ].

2. Déterminer Kerφ . Que pouvez-vous dire
de φ ?

Exercice 11
Soit (e1, e2, e3) une base d’un espace vectoriel E
et λ un réel. Démontrer que la donnée de

f (e1) = e1+e2 f (e2) = e1−e2 f (e3) = e1+λe3

définit un endomorphisme de E. Comment choi-
sir λ pour que f soit injective? surjective?

Exercice 12
Soit E et F deux espaces vectoriels et f ∈ L (E, F).
Montrer que

1. f est injective ssi l’image de toute famille
libre de E est une famille libre de F ;

2. f est surjective ssi l’image de toute famille
génératrice de E est une famille génératrice
de F ;

3. f est bijective ssi l’image de toute base de E
est une base de F .

Exercice 13
Soit E un espace vectoriel de dimension n
et f un endomorphisme de E tel que ∀u ∈
E, (u, f (u)) est liée. Montrer que f est une homo-
thétie.

Exercice 14
Soit γ : Rn[X ] −→ Rn[X ]

P 7−→ P(X + 1)− 2P(X )
.

1. Montrer que γ est un endomorphisme de
Rn[X ].

2. a) Déterminer l’image des vecteurs de la
base canonique de Rn[X ] par γ .

b) En déduire Imγ .
3. Déterminer Kerγ .

Exercice 15
Soit E = R2[x], F = R[X ] et f :
E −→ F
P 7−→ x P ′(x)

.

1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Montrer que f définit un endomorphisme

de E.
3. Déterminer Ker f .

Exercice 16
Soit φ : R[X ]→ R[X ] définie par φ (P) = P(X +
1)− P(X ). Montrer que φ est une application li-
néaire et déterminer Ker(φ ).

Exercice 17
Soit f ∈ L (E, F) et g ∈ L (F, G).

1. Montrer que Ker( f ) ⊂ Ker(g ◦ f ) et Im(g ◦
f ) ⊂ Im g.
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2. Montrer que si, de plus, g est injective, alors
Ker( f ) = Ker(g ◦ f ).

3. Donner une condition su�sante pour que
Im(g ◦ f ) = Im g.

Exercice 18
Soit f et g deux endomorphismes d’un espace
vectoriel E tels que g ◦ f = f ◦ g. Montrer que
Ker f et Im f sont stables par g.

Exercice 19
On considère l’application f de R2 dans R2 défi-
nie par

∀(x , y) ∈ R2, f (x , y) =
�

−
1
2

x + 3 y,−
1
2

x + 2 y
�

.

1. Vérifier que f est une application linéaire.
2. Chercher un vecteur v1 = (x1, y1) et un vec-

teur v2 = (x2, y2) de R2 tels que

f (v1) =
1
2

v1 et f (v2) = v2

3. Montrer que (v1, v2) est une base de R2.
4. Donner, avec toutes les justifications néces-

saires, une base de Im f . Que peut-on dire
de f ?

5. Dans la suite de cet exercice, on considère
n ∈ N∗. On pose f n = f ◦ f ◦ · · · ◦ f (n fois).
Déterminer f n(v1) et f n(v2).

6. On note (e1, e2) la base canonique de R2,
c’est-à-dire e1 = (1, 0) et e2 = (0, 1).

a) Exprimer e1 en fonction de v1 et v2 et
faire de même pour e2.

b) En déduire f n(e1) et f n(e2) en fonction
de e1 et e2, puis f n(x , y) pour (x , y)
quelconque dans R2.

7. Soit (xn)n∈N et (yn)n∈N les deux suites défi-
nies par x0 = 1 et y0 = 1 et

∀k ∈ N, xk+1 = −
1
2

xk+3 yk et yk+1 = −
1
2

xk+2 yk

a) On pose, pour tout n ∈ N, un = (xn, yn).
Montrer que pour tout n ∈ N∗, un =
f n(u0).

b) En déduire l’expression de un puis celle
de xn et yn pour tout n ∈ N.

Exercice 20
Soit E l’e.v. des suites numériques et f :

E −→ E
(un)n∈N 7−→ (nun)n∈N

.

1. Montrer que f est une a.l. Est-elle injective ?
surjective?

2. Soit g : E −→ E
(un)n∈N 7−→ (un−1)n¾1

Montrer que g est une a.l.
3. Déterminer f ◦ g et g ◦ f .

? Exercice 21
Soient α un nombre réel et n ∈ N. Montrer que
l’applicationφ suivante est un isomorphisme d’es-
paces vectoriels et exprimer sa réciproque.

φ : Rn[X ] −→ Rn+1

P 7−→ (P(α), P ′(α), · · · , P(k)(α), · · · , P(n)(α))

Utilisation des matrices

Exercice 22
Soit E un espace de dimension 3 et u ∈ L (E)
tel que u2 6= 0 et u3 = 0. Montrer qu’il existe
une base de E dans laquelle la matrice de u est




0 1 0
0 0 1
0 0 0



.

Indication : Partir d’un vecteur e tel que u2(e) 6= 0.

Exercice 23
Déterminer le noyau et l’image des applications
linéaires canoniquement associées aux matrices
suivantes (on a le droit de réfléchir avant de se
lancer dans des calculs...) :










0
1
1
0











,
�

1 2 3 4
�

,





0 1 2 0
1 0 1 0
0 1 2 0



 ,

�

1 2 3
4 5 6

�

,





1 2
3 4
5 6





Exercice 24
Soit M une matrice deMn(K) de rang 1.
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1. Montrer que l’on peut trouver deux matrices
A∈Mn,1(K) et B ∈M1,n(K) telles que M =
AB.

2. Application Déterminer les matrices de
M3(K) telles que M 2 = 0.

Matrices et applications linéaires

Exercice 25

Donner le rang de M =





1 1 1−m
1+m −1 2

2 −m 3



,

où m ∈ R.

Exercice 26
Trouver les noyaux et images des endomor-
phismes représentés par leurs matrices dans les
bases canoniques :

A=





1 1 −1
−3 −3 3
−2 −2 2



 B =





2 −1 1 5
−1 2 3 −4
3 0 5 6





Exercice 27
Pour chacune des matrices suivantes, donner son
rang, puis donner une base du noyau et une base
de l’image de l’endormorphisme canoniquement
associé :

A =





1 2 1
−3 1 4
−3 4 7



 ;

B =











1 1 1 1
1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0











;

C =





4 2 0
1 2 −3

10 0 12



 ;

D =





1 1 0
1 0 1
0 1 1



 ;

E =











−3 4 0
−2 4 7
1 0 −7
−1 4 0











.

Exercice 28
Déterminer le rang de la matrice A =










1 2 1 2
2 4 3 5
3 1 5 3
−1 5 2 8











.

Exercice 29
SoitB = (e1, e2, e3) une base d’unK–e.v. E, f ∈

L (E) avec matB ( f ) =





a a′ a′′

b b′ b′′

c c′ c′′



. Quelle

est la matrice de f dansC ?
1. si C =
(e2, e3, e1) ;

2. si C = (e1 +
e2, e3, e1) ;

3. si C = (e1 −
2e2, e3, e1 + e2 +
e3).

Exercice 30

SoitB = (e1, e2, e3) une base d’unK-espace vec-
toriel E etU = (e1, e2, e2 + e3).
Soit f l’endomorphisme de E représenté dansB

par la matrice





α β β
β α β
β β α





Écrire la matrice de f dans la baseU .

Exercice 31

Soit f ∈ L (R3) de matrice





3 −1 1
0 2 0
1 −1 3



 dans la

base canonique. Déterminer la matrice de f dans
la base ((1, 0,−1), (0, 1, 1), (1, 0, 1)).

Exercice 32

Soit A=













0 . . . 0 1
... 1 0

0 1
...

1 0 . . . 0













∈Mn (K).

1. En utilisant l’application linéaire associée de
L (Kn,Kn), calculer Ap pour p ∈ Z.

2. Même question avec A =












0 1 . . . 0
...

. . . . . .
...

...
. . . 1

0 . . . . . . 0













.

Exercice 33
Soit f : R4[X ] −→ R4[X ]

P 7−→ (X + 2)P ′ − P(X + 2)
.

1. Montrer que f est un endomorphisme de
R4[X ].

2. Donner la matrice de f dans la base cano-
nique de R4[X ].
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3. Déterminer le rang, le noyau et l’image de
f .

Exercice 34

1. Déterminer le rang de la matrice A =




1 −2 0
−2 3 −2
1 1 6



.

2. Soit E un espace vectoriel de dimension 3
etB = (e1, e2, e3) une base de E. Soit f ∈
L (E) telle que f (e1) = e1−2e2+e3, f (e2) =
−2e1 + 3e2 + e3 et f (e3) = −2e2 + 6e3.

a) Écrire la matrice de f dans la baseB .
b) Déterminer le rang de f , une base de

son noyau et une base de son image.

Usage de la Force

Exercice 35
Pour deux entiers naturels non nuls i et j, on note
δi j le symbole de Kronecker :

δi j = 1 si i = j et δi j = 0 sinon

Soit n ∈ N∗ et (i, j) ∈ (¹1 ; nº)2. On note Ei j la
matrice (δi j)1¶i¶n

1¶ j¶n
.

1. Écrire les matrice Ei j pour n= 2. Les recon-
naitre.

2. Dans le cas général, calculer Ei j Ekl avec
(i, j, k, l) ∈ (¹1 ; nº)4 (on pourra utiliser la
formule générale de multiplication des ma-
trices).

3. Montrer que In+Ei j est inversible, et donner
son inverse.

Exercice 36 — Polynômes de Hermite

On définit les polynômes suivants :

H0 = 1, H1 = X ,

pour k ¾ 2, Pk =
X (X − 1) · · · (X − k+ 1)

k!

1. Justifier que (H0, H1, . . . , Hn) est une base
de Cn[X ].

2. Soit n ∈ N∗. Donner la matrice représentant
dans la base (H0, H1, . . . , Hn) de Cn[X ] l’en-
domorphisme Φ : P −→ P(X + 1)− P(X )

Exercice 37
On considère, dans l’espace vectoriel R3 muni
de sa base canonique (e1, e2, e3) les vecteurs i =
(−1, 0,−1), j = (2, 1, 0), k = (0,−1, 1) et on défi-
nit les matrices suivantes:

A=





4 −4 −4
0 1 −1
1 −1 1



 si n ∈ N

Fn =
t�

n n 0
�

Cn =
t�

n+ 1 1 0
�

1. Donner la matrice de passage P de la base
(e1, e2, e3) à la base (i, j, k) et calculer son
inverse. Calculer la matrice J définie par:
J = P−1AP.

2. Soit (un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N trois suites
définies par :

u0 = 1 v0 = w0 = 0

un+1 = 4un − 4vn − 4wn + n+ 1

vn+1 = vn −wn + 1

wn+1 = un − vn −wn

Pour tout entier naturel n, on pose X n =t�
un vn wn

�

et on définit la matrice Yn

par la relation Yn = P−1X n − P−1 Fn.
a) Calculer Y0.
b) Vérifier que Fn+1 = AFn + Cn

c) Exprimer, pour tout entier naturel n,
X n+1 en fonction de X n, de A et de Cn.

d) Montrer que Yn+1 = J Yn, puis calculer
Yn en fonction de n seulement.

3. Donner, pour tout entier naturel n, les ex-
pressions de un, vn et wn en fonction de n.
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