SUITES NUMERIQUES

BCPSTI — 2022/2023

SUITES CLASSIQUES

Exercice 1

Donner le terme général et étudier la convergence de
suites définies par

L up=1,u;=2et YneN, u,.,=23u,;

2. ypg=1,u;=—let VneN, u,,=9%,,;—20u,;

3. yp=1lL,u;=1let VneN, u,o=2u,1—5u,;
4. uy=1let VYneN, un+1=%un—%;

5. uy=1let VneEN, u,,=3u,—3.

6. uy=5et VYneN, u,,;=—4u,+15.
Exercice 2

Donner le terme général des suites vérifiant les relations
de récurrences suivantes, sachant que uy =u; =1

— 1.
L YnEN, uUyp=1upq+ 5Uy,;

2. Y/neN, u,,=10u,,; —21u,;
3. VneN, u,p=2u,;—U,;

4. YneN, u,o=2u,,,+2u,;
Exercice 3

On cherche le terme général de la suite (u,,),cy définie

parug =25,u; =31et

Ynel[2; +o0o, u,—4u, ;+4u, ,=n*+n+1.

1. Chercher une suite particuliére (z,),cy de la forme
(an?+bn+c) _, vérifiant la relation (mais pas né-
cessairement les conditions initiales).

2. Quelle relation vérifie la suite (u, —2,),ey ? En dé-

duire (u,),,e-

Exercice 4

On définit une suite (u,),cy Par uy = let VYn € N,
U,.1 = /2u,. Exprimer u, en fonction de n et étudier
la convergence de la suite (u,)en-

INDICATION : On pourra définir et étudier la suite v, = In(u,,).

Exercice 5
I. Onposeuy=1,vo=—1let
_1
Upy1 = 3 (un + zvn)
VneN, .
Va+1 = 3 (2un + Vn)
Déterminer u, et v, en fonction de n en établissant

une relation de récurrence d’ordre 2 sur u et sur v.

2. Onposeay=1leta;=2et

(a,b2)"

n

(a2b,)"?

n

Any1
VneN,

bn+1

Vérifier que (a,,) ey €t (b,) ey Sont bien définies. Les
expliciter en fonction de n et déterminer leurs limites

respectives.

Exercice 6 — Pas classiques, mais d savoir faire.

1. Déterminer toutes les suites (u,),oy telles que

VneN, u,. =u,+n?
2. Déterminer toutes les suites (u,),oy telles que
VneN, u,,=u,+2"

3. Déterminer toutes les suites (u,),oy telles que
VneN,
4. Déterminer toutes les suites (u,),cy telles que
VYneN,

Upy1 = (Tl + 1)2un'

— 9n
Upt1 = 2 Up.

X Exercice7 — A comprendre
P

Pour n € N* et x € R, on pose f,,(x) = x" +Inx.

1. Montrer que I’équation f,(x) = 0 admet une unique
solution. On note u, cette solution.

2. Déterminer le signe de f,(0) et de f,,(1). En déduire
queu, €10; 1[.

3. Calculer f,,;(u,) et en déduire la monotonie de u,

puis sa convergence. Quelle est sa limite ?

CONVERGENCE

Exercice 8 — Vraiou faux?

I. Si(u,),ey €st une suite décroissante et minorée par 2,
alors elle converge vers 2.

2. Le produit de deux suites minorées est une suite mi-
norée.

3. Si (u, +v,),ey converge alors (U,),ey € (Vi) nen
convergent.

4. Siu et v sont deux suites bornées alors uv est une
suite bornée.

5. Siuetvsontdeux suites, siu et uv sont bornées, alors
v est bornée.

1 n
6. Lasuite || 1+ —) ) converge vers 1.
neN

n
7. Toute suite convergente est monotone.

8. Toute suite monotone est convergente.



9. Si (Usp)nen €t (Usni1)ney convergent, alors (U, ) ey

converge.

Exercice 9
Quel est le plus grand terme de la suite définie par

I u,=-3n*>+19n—28;
_ 35",
o

6n

n
3. U,

Exercice 10
Soit (u, ),y Une suite d’entiers relatifs. Montrer que si
u est convergente alors elle est stationnaire (c’est-a-dire

constante a partir d’'un certain rang).

THEOREME D’ENCADREMENT

Exercice 11

ATaide d’'un encadrement, montrer que la suite de terme

général
1 1 1
— + ...+—
Vn2+1 Vn2+2 vVn2+n

est convergente et donner sa limite.

Exercice 12

Montrer que

VkeN, vVirl-vi< ——
27k

Endéduirele comfortement de la suite de terme général
1 1
Upy=14+—=+—++—

V2 V3 vn

Exercice 13

Soit x € R, . Convergence et limite éventuelle des suites

définies par
_|nx]. 1 - ) _|2%x]
Up = T: Vn = EZU{XJ’ wn = |_3nXJ'

k=1

n
. k
Exercice14 — Ftudedeu, = E sin (—)

2
1. Démontrer que k=1

x3

Vxe[0;1], x—€<sinx<x

2. En déduire un encadrement de u,,.

3. Limite et équivalent?

Exercice 15 — Série harmonique

I. Demontl’er que
) 1 x x

2. Montrer que

1 1
keN', —— <In(l1+k)—In(k)< =
VkEN', - <In(1+k)~In(k) < o

1 1 1,
3. Onpose,pourneN*,Hn:1+£+§+...+_.A
n

l'aide de I'inégalité précédente, démontrer que

n
VneN, In(n+1)<H,<In(n+1)+ ——

n+1
4. Etudier alors la convergence de (H,) ey -
5. Démontrer que H,, oo In(n).
Exercice 16 — Moyenne arithmético-géométrique

Soit a et b deux réels positifs tels que 0 < a < b. On

définit les deux suites (u,,),en €t (Vi)pen ©

uy=a, vo=>=,

u, +v
VneN, upq=+UVp Vps1=— 5 I,
1. A) Montrer que
X+
V(X;Y)ER+2> y >ny

B) Montrer par récurrence, en utilisant le résultat de

la question précédente, que
VneN, a<su,Su,; SV SV, <b.

c) En déduire que les deux suites (u,,),en €t (Vi) pen
sont convergentes.
D) Onnotel = lim u, etl’ = lim v,. Justifier
n—+09 n—+0oo
avecsoinque 0 <[ <.

2. A) Montrer que

1
VneN, Va1 —Uprp1 = E(V Vn =« un)z'
puis que

I'—1=

1 2
L(VT-Vi)'
1
B) Montrer quesil # I’ alors v/ ++/1 = 5(\/?— \/Z).
c) En tirant une contradiction du résultat précédent,
en déduire quel =I'.
On appelle la limite commune des suites (u,),cy €t

(V) nen la moyenne arithmético-géométrique de a et b.



3. Que valent les suites (i) ey €t (Vy)pey quand a =0
et b > a? Quelles sont leurs limites ?
Que valent les suites (u,,),en €t (Vi) ey quand a = b ?

Quelles sont leurs limites ?

Exercice 17
Montrer que

x2

Vx eRY, x—?éln(1+x)<x

n
k
En déduire la convergence et la limite de | | (1 + —2)
n
k=1

CALCULS DE LIMITE

Exercice 18

Calculer les limites quand n tend vers + oo de

1 n
I an=(1+— ; 4. d, =2"sin(6/2");

n 1 1 n
T mgen v
n>—6n+3 6. fo=Vn,
L= —————;
3 Cn n4 +2n

Exercice 19
A Taide d’équivalents, calculer les limites en +00 des

suites suivantes :

n
I an=(1+£) ;
n

1
2. ¢, = —(cos(1/n)—1)"}(3/1+1/n—1);
n
n?+cosn
3. dy= ———F;
2" +sinn
f = (lnn)2+1/n2+1.
4 Jn= cos(n!) +n2 ’
_1000"+n!_
&n = Tt 5 niooo

6. l,=+v2n+1+4+2n+Inn
_exp(sin(1/n))—1

7. m, = ;
(1/2)" +n2
/1 +sin(1/n) —el/?n
8. r,=— .
sin(1/n) + tan(1/n)

SUITES ADJACENTES

Exercice 20
Montrer que les suites (u,,) ey €t (V) ey SONt adjacentes

n

1
Vne[3; +oof, unZZm,
k=3
1 1
T o

Exercice 21

Montrer que la suite (S,),cy €St convergente en mon-

trant que les suites (u,,),en €t (Vo),en SOnt adjacentes :

L e (D _ _
VneN*, §,= Z 2 Uy =Son,  Va = Sant1-
k=1

Donner une valeur approchée a 102 prés de sa limite.

Exercice 22
Soient a et by deux réels fixés. On définit par récurrence

les suites (a,) ey €t (b,) ey PAT

2a,+ b, . a, +2b,
a = e = —
n+1 3 n+1 3
1. Montrer que ces deux suites sont adjacentes.

2. Encalculant a,+b,, montrer qu’elles convergent vers
ag+ bg
7

SUITES U,,1 = f(u,)

Exercice 23
g —x+18 ., .
1. Vérifier que la formule f (x) = ———— définit une
fonction de Iintervalle [ O ; 9 ] dans lui-méme.
2. Montrer que la suite u définie par uy, = 3 et Yn € N,
Up+1 = f (u,) est bien définie
3. Montrer que la suite v donnée par

u,—2
VneN, v,=-—1—
u,+3
est bien définie.
4. Montrer que (v,),cy €St une suite géométrique et dé-
terminer sa raison.
5. En exprimant u, en fonction de v,, donner une ex-
pression de u,, en fonction de n.

6. Etudier la convergence de la suite (u,,) .-
Exercice 24

La suite (u, ),y est définie par u, = a € R et

VneN, u, =4ud+uy,

La suite (u,),cy est elle majorée ?

Exercice 25

Etudier la convergence de la suite (u,,),,c définie par

u; =1 et VneN, u,,=+1+u,

Exercice 26

Etude de la suite définie par

ug=1 et VneN, u,, =



Exercice 27

Etudier la convergence de la suite (u,,),,cy définie par
u

L uy=1, VneN, un+1=1+” .
un
. 1
2. u; =1, VYneN', u,,= uﬁ-i—;.
3. 4y €R, VneN, u,;=—e “.(Donnerun équi-
n

valent de (u,),cy lorsque n tend vers +00)

Exercice 28
On fixe deux nombres réels a et b supérieurs ou égaux
a 1. On étudie la suite numérique (u,),cy définie par

Uuy=a,u; =bet

VneN,

Upyo = \/u—n+ vV Upt1

1. A) Montrer que pour tout entier naturel n, le nombre
u,, est bien défini et vérifie u,, = 1.
B) Montrer que la seule limite possible de la suite
(Un) ey €5t 4.

. On se propose d’établir la convergence de la suite
(u,),en Par I'étude d’une suite auxiliaire, a savoir la
suite (v,),cy définiepar: VneN, v, = %‘/u_n— 1.

A) Montrer que si nginoo v, =0, alors nlgrnoo u, =4.
Vns1 + Vn
202+ Vy40)

B) Vérifier: YneN, v, .,=

c) En déduire
1
VHEN, |vn+2| < §(|Vn+1|+|vn|)

D) On note (x, ),y la suite définie par xy = |vyl, x; =

[v,] et

VneN, Xnyo = ganrl + 37X

3
Démontrer Yn €N, |v,| < x,.
E) Conclure quant a la convergence de la suite

(n)nen-

ETUDE DE SUITES

Exercice 29
On considere une suite (u,),cy bornée telle que la suite
(Up41 — Uy ) ey €St MOnotone.

Montrer que la suite (u,, ),y €St convergente.

Exercice 30

Montrer que si la suite (u, ),y €St monotone, alors la

suite de terme général v, = ?(u0 +ug+---4u,)est
n

monotone et de méme monotonie que (U,,),ex-

@

N

YV

Exercice 31
Etude de la convergence de la suite de terme général

u, =la"|"" aveca € R fixé.

Exercice 32

Soit u la suite de terme général

ﬁ(Zk +1)

4 _ 1x3x--x(2n+1) k=0
" 2x4x--x(2n+2) &

[ Jeo
k=0

1. Etudier la monotonie de u et en déduire que u est
convergente.

Soit v la suite de terme général v, = .Montrer

1
" . vn+2
que VYneN, 0<-2L ol
u v

n n
. Endéduireque Yn €N, u, <v,. Quel estlalimite
u?
Exercice 33
On pose

n

1
= V(n+k)(n+k+1)

n

VneN*, u

P

Montrer que (u,),cn- €St monotone, convergente et que

sa limite £ estdans[1/2;1].

Exercice 34

On pose uyg =—1et

VneN', u,=

(o4 4T757)

N |~

1. Etudier la monotonie de u.

2. Démontrer que

1

VneN, u,—u,< 3 (\/E)_n

3. En déduire que u converge.
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