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1 — EXEMPLES D’EXPERIENCES ALEATOIRES

11 — UNIVERS — EVENEMENTS
Une expérience aléatoire est un protocole dont on ne pas prédire le résultat a 'avance. La collection

des résultats possibles de I’expérience forme un ensemble.

DEFINITION 2.1 — Expérience aléatoire — Univers

e L'univers d’une expérience aléatoire est défini par la donnée d’'un ensemble non vide Q;

tout élément w de U'ensemble Q) est un résultat de Uexpérience;

e un événement aléatoire est un sous-ensemble de Q;

soit w € Q: le singleton {w} est un événement élémentaire.

Langage probabiliste Langage ensembliste
Résultat possible w, élément de
Evénement A, partie de Q
Evénement élémentaire {w}, singleton de
Evénement certain Q
Evénement impossible %)
L’événement « A ne se produit pas » A
Lévénement «Aou B » AUB
L'événement «Aet B » ANB
Aet B sont incompatibles ANB=g
Aimplique B ACB

Vocabulaire Lensemble des événements s’appelle la tribu des événements. On note souvent
T l'ensemble des événements. On qualifie (2, 7)) d’espace probabilisable.
Dans tout ce chapitre, et durant toute 'année, Q2 est un ensemble fini et les événements sont

exactement les sous-ensembles de Q.




11 — PROBABILITE

DEFINITION 3.1 — Probabilité
On appelle probabilité sur (2, 2 (1)) toute application P de 2 (Q2) dans [ 0 ; 1] telle que

1) P(Q)=1;

2) siAet B sont deux événements incompatibles alors

P(AUB) = P(A) + P(B)

Vocabulaire Sur I'espace probabilisable (2, 2 (2)), il est possible de définir une probabilité P.
Le triplet (Q, 22 (Q2), P) s’appelle un espace probabilisé.

PROPOSITION 3.2 — Propriétés d’une probabilité
Soit (Q, Z (), P) un espace probabilisé.

1) P(@)=0
2) Pour tout événement A, P(A) = 1 — P(A)

3) SiA;,A,,...,A, sont névénements deux a deux incompatibles alors
n
P(A;UA,U---UA,) = ZP(Ak)
k=1
4) SiAet B sont deux événements et que A implique B (A C B) alors
P(B\A)=P(B)—P(A) et P(A)<P(B)

5) SiAet B sont deux événements alors

P(AUB) = P(A) + P(B)— P(AN B)

Vocabulaire Un événement A tel que P(A) = 0 est dit quasi-impossible. Un événement A tel

que P(A) = 1 est dit quasi—certain.

PROPRIETE 3.3 — Définition d’une probabilité

Soit 2 = {w1, w,, ..., w,} un ensemble fini.

1) Soit P une probabilité sur Q. Pouri € [ 0; n], on note p; = P(w;). Les réels p; vérifient
n
Viel[l;n], p;=0 et Zpizl
i=1

2) Réciproquement si (pq, Pg,- - -, Pp) est un n—uplet de réels positifs et de somme 1, alors il existe

une unique probabilité P sur Q telleque Vi€ [0;n], p; =P(w;).




DEFINITION 3.4 — Equiprobabilité
Soit Q un ensemble fini.
On appelle probabilité uniforme ou équiprobabilité sur ) 'unique probabilité qui a la méme valeur

pour tous les événements élémentaires.

Dans ce cas, si A est un événement,

P(A) = #(A) _ nombre de cas oli A se réalise

#(©)  nombre de cas possibles

IV — PROBABILITE CONDITIONNELLE

DEFINITION 4.1 — Probabilité conditionnée a un événement
Soit (2, 2 (1), P) un espace probabilisé, et A un événement tel que P(A) # 0.
La probabilité sachant que A est réalisé est définie par

P(ANB)

VBCQ,  RB)=—; @

DEFINITION 4.2 — Couple d’événements indépendants
Soit (Q, Z (), P) un espace probabilisé.

Deux événements A et B sont indépendants si et seulement si

P(ANB) = P(A) x P(B)

PROPOSITION 4.3 — Couple d’événements indépendants

Deux événements A et B de probabilités non nulles sont indépendants si et seulement si

PA(B)=P(B) ou Py(A)=P(A)

DEFINITION 4.4 — Indépendance deux a deux, mutuelle

Soit A4, Ay, ... A, une suite de n événements d’'un espace probabilisé (2, 2 (2), P). Ces événements sont

1) deux a deux indépendants ssi
Vi,)el1;n]?, i#j = P(A;NA))=P(A)P(A))
2) mutuellement indépendants si et seulement si

V{il:iZ"'-:ir}C[[]-;n]]; P(Ailn“'mAi,):P(Ail)“'P(Air)

L'indépendance mutuelle entraine I'indépendance deux a deux, mais la réciproque est fausse.




PROPRIETE 4.5

Soit Ay, Ay, ... A, une suite de n événements mutuellement indépendants. Soiti € [1;n—17], Bun
événement pouvant s’écrire comme réunion ou intersection des A; ou de leurs complémentaires pour
1 < j <ietsoit C un événement pouvant s’écrire comme réunion ou intersection des A; ou de leurs
complémentaires pouri+1<j<n.

Alors B et C sont indépendants.

v — TROIS FORMULES ESSENTIELLES

THEOREME 5.1 — Formule des probabilités composées
Soit (2, 2(£2), P) un espace probabilisé et soit A; ,A,, ... ,A, une suite d’événements tels que P(A; N
AyN---A,)#0:

P(A;1NAyN--A,) = P(A1) x Py, (Ay) % Pan, (A3) X X Py e,y (Anc1) X Paytynea, , (An)

DEFINITION 5.2 — Systéme complet d’événements

On appelle systéme complet d’événement un p-uplet d’événements (A;)<;<p de probabilité non nulle,
deux a deux disjoints et dont U'union est égale a 2 :

L Vie[l;p], PA)#0;

2. Vi, )ell;pl?, i#j = ANA=0;

P
5. Ja=a
i=0

THEOREME 5.3 — Formule des probabilités totales
Soit (2, 2 (1), P) un espace probabilisé et soit A; ,A,, ... ,A, un systéme complet d’événements.

VBcQ,  P(B)= > P(BnA)
k=1

=P, (B) P(4y)
k=1

THEOREME 5.4 — Formule de Bayes
Soit (2,22 (), P) un espace probabilisé et soit A et B deux événements de probabilités non nulles. On a

P(B)
P(4)

PA(B): PB(A)
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