FONCTIONS USUELLES

BCPSTI — 2022/2023

Exercice 1

Rendre entiers les dénominateurs des fractions sui-

vantes.
1
A= ——

«/§+1/2§

2. B= —— |
V2+ «é§+«/§

3. = ——m—.
V2—+/3+4/5

Exercice 2

Simplifier les nombres suivants.

L A=+/(V3-3)2+/(V3+3)2

1 1
B_Q(z—ﬁ)f%mﬁ)z

Exercice 3
Soit a et b deux réels non nuls et de méme signe.

Calculer la valeur de 'expression

E+£+2 E
x b b

pour x = vab.

Exercice 4

Calculerl;xzpourx = l(ﬁ_ﬁ)
x+vV1+x2 2 4 3)

GENERALITES

Exercice 5

1. Montrer que la composée de deux fonctions mono-
tones de méme sens (resp. de sens contraires) est
croissante (resp. décroissante).

2. Montrer que la somme de deux fonctions croissantes
est croissante.

3. La somme de deux fonctions monotones est-elle né-
cessairement monotone ?

4. Le produit de deux fonctions croissantes est-il néces-

sairement une fonction croissante ?
Exercice 6
Calculer les limites suivantes .

1. Déterminer lim (1+ —
X—+00 X

a
2. Déterminer lim (1 +x2)2*2 .
x—0+

Exercice 7

Déterminer les limites suivantes, en justifiant précisé-

ment.
.oeX e 41 . Jx
1. lim im —— im ———
x—+00 3x2 x—+00 (1nx)4 x—+00 [1I1(X4):|3
3x2 1
lim xlevE  fim SPGXD L Invx
x—+00 X——00 X x>0+ x2
2. lim [3x2 +(nx)*— i}
x—0* ﬁ

. 2y_ 3% 4 .2
xl}gloo[exp(x) e +x]

1
lim (e_3" ——+x+ exz)
X

X——00

: 2
xlgrnoo (ln(x +1)—2 lnx)

Exercice 8
Déterminer 'ensemble de définition, ’ensemble de dé-
rivation et calculer les dérivées de
L a: x—In(1+x?)
22x
x2—1

(x+3)

3. c: x—exp|lx+—
X

4.d : x> Vx2+x+1

Exercice 9

2.b:x—

Représenter graphiquement les fonctions suivantes.
. f; | R— R
2—x si x=23
X —>

x? sinon

2. f2 :|R— R
Inx si x=1

X —>

e* sinon

Exercice 10

Soit f la fonction définie par f(x) = Vx +2vVx—1+
Vx—2J/x—1

1. Donner 'ensemble de définition de f .

2. Simplifier 'expression de f (x).



LOGARITHMES

Exercice 11

Etablir 'encadrement

1
Vx eR,, x—§x2<ln(1+x)<x

Exercice 12
1. Montrer que
Vxel-1; +o0o][,

In1+x)<x

2. En déduire que

YneN\{0,1}, (H%) <e<(1—1)_

n

Exercice 13

Montrer que pour touta,b > 0,ona

1(1na+1nb)<1n(a+b)
2 2

Exercice 14

Résoudre dans R I’équation

In(x 4 2) + In(x —2) = In(x>—4)

Exercice 15

Résoudre dans R I'équation :

ln(x : 3) - %(ln(x) +1n(3))

Exercice 16
Montrer que pour tout x € ]0; 1[, on a
1

Kl=—x)* ==
( ) 5

PUISSANCES ET EXPONENTIELLES

Exercice 17

Soit (a, b,c) € (R*Jr)g. Parmi les relations suivantes, les-
quelles sont toujours vraies?

(a®)° = ab¢; aba® = a’; a® = (ab)Z; (ab) =
a/?pe/?, (ab)c = a9, (ab)C = (a°)®.

Exercice 18

Soit x € R*. Simplifier a® pour a = exp(x?) et b =
1 In(x/*).

x

Exercice 19

Comparer lim x®" et lim (x*)".
x—0+ x—0+

Exercice 20
Déterminer les limites suivantes :
lim x* ; limx¥* ; lim xY/*
xX—+00 x—0 x—0+
Exercice 21
Montrer que
L Vae[0;4+00[ Vbe[l; +oo[ (1+a)l>1+
ab
2. Ya€[0; +o00o[ Vbe[0;1] (1+a)’<1+ab

Exercice 22

Résoudre les équations suivantes :
1. (E;): xﬁz(ﬁ)x

. (Ey): ef+el™=e+1

. (E3): (xz)x = x(,

(B (2 =x0D,

92x _gx—1/2 _ gx+1/2 _ 92x—1

g A~ W N

Exercice 23

Résoudre les systéemes réels suivants :

1. (S1): {8 =10y

2* =5y
23X+2_y 5
2. (59): { 42% — 9243
e¥e? =q
3. (S3):
2xy =

Exercice 24

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue réelle x
L. (E}):(Inx)?+3lnx+2=0
(Ey) :Inx +In(5—x)=-2
(E3): Vx2—=3=5x—9
(Ey):x=4x+2

(Es):e** +3e*—1=0
(Eg):e¥+e =2

(E;): e 24 et —2e*=0
(Eg):Vx+4+vx+2=1
(Eo): Vx+4—+v/x+2=1

Exercice 25

© ® N Tk wn

Discuter et résoudre, suivant les valeurs des parameétres

réels a, b et ¢, 'équation d’inconnue réelle x

va+x+vVb+x++vc+x=0

Exercice 26

Résoudre avec x € R



L (11):5(%) <1071
2. (I,):In(3x +1)<In(2x —1)
3. (I3):vVx+5=2vx2—4

Exercice 27
Résoudre en discutant suivant les valeurs du parameétre

réel m ’'équation
(m+1)2+(m—1)27"=0

Exercice 28

Résoudre I'équation d’inconnue réelle x
8 —3x8*—4=0
TRIGONOMETRIE

Exercice 29
En vous aidant des symétries observables sur le cercle

trigonométrique, déterminer les valeurs suivantes.

( 3 ) ( 27 )
I. cos| — 3. cos| ——
4 3
. ( 51 ) . ( 217 )
2. sin| — 4. sin| —
6 4
Exercice 30
En utilisant les formules d’addition, déterminer la valeur
de cos (i )
12

Exercice 31

Calculer
T 27 3 4 51
1+ cos — + cos — + cos — + cos — + cos —.
3 3 3 3 3
Exercice 32

Déterminer le cosinus et le sinus de chacun des réels

suivants.
a= 213w b= 21321 _ _1285n
4 3 )

Exercice 33

. , s
Soit a un réel tel que —3 < a < 0Oetquecosa =

V2+ /6
4

. Calculer sin a.

Exercice 34
Simplifier

T T
sin (x + E)+cos(57r—x)+sin2(7'¢:+x)+sin2 (x - E)

Exercice 35

Simplifier

21 4
cos x + cos x+? + cos x+?

d= 6871

Exercice 36
Tracer la courbe de la fonction f définie pour x € R par

sin x + | sin x|

f0 =255

Exercice 37

Résoudre les équations d’inconnue réelle x

V2
1. (Ey): cosSx—sin3x=7;
2. (Ey): cos2x—+/3sin2x = 2cosx;
3. (E3): +/3cosx+sinx > 1.

Exercice 38

Résoudre dans R ’équation

2cos’x —5cosx +2=0.

Exercice 39
Soit x € R. Développer cos(4x) en 'exprimant comme

un polyndéme en cos(x).

Exercice 40
1. Représenter le graphe de la fonction définie sur R par

f(x)=+v3cosx —sinx

2. Résoudre sur R I'équation cos x —sinx = 1.

3. Résoudre sur [0 ; 27 ] I'inéquation cos x > sin x.

Exercice 41

Résoudre sur R les équations suivantes d’inconnues x
et représenter 'ensemble des solutions sur le cercle tri-
gonométrique :

1. (Ey):
2. (E,): 4sin®x +44/3sin? x = 9sinx

4cos?x =1

3. (E3): 2sin?x =3(1+cosx)

4. (E): 2sin®(3x)+1=cos(3x)

5. (Es): 2cos®x+7cos>x +2cosx—3=0
6. (Eg): cos(4x)=6+13cos2x

7. (E;): sin(3x)=cosx

8. (Eg): cos (x + g) = —sin(2x)

9. (Eg): cosx—sinx =

1—cos4x 2cosx

10- (Ero): 1+cos2x 3

. (Ey;): tan’x—+/3=(v3—1)tanx

12. (E;p): 3tan®x—3tan’x—tanx+1=0

Exercice 42

—1
. Calculer

. 71' .
Soit x dans [— ; 77:] tel que sinx =

cos(4x) puis x.



Exercice 43
1. Pour x réel distinct de w + 2k (k € Z), on pose
X
t =tan (5) Montrer que

2t
tanx =
1—1t2
. 2t 1—¢2
sSinx = COSXx =
1+t2 1+t2

2. Résoudre dans R I'équation

(1—+v3)cosx = (1+ v3)(1 —sinx)

Exercice 44

ATaide du cercle trigonométrique, résoudre I'inéquation
sur 'intervalle I donné :

1. (I;):2cosx+1=20surl =[—x; ]
(I)):2cosx+1>0surl =[0; 2]

(I3) : 4sin®x + 8sinx +3 < Osurl = [—m; 7]
(I,):2sin’x +3sinx +1<O0surl =[—m;27]
(I): v/3tanx —1<0surl = ]—n/2; /2]

(Ig): V/3tanx —1<O0surl =[—m ; ]

AN L S

Exercice 45

Résoudre sur R les équations suivantes ou x est 'incon-
nue et @ un parametre réel.

1. (E;): xsina+cos(2a)=1

2. (E)): 2x?—2(cosa+sina)x +sin(2a) =0

3. (E3): (xsinacos a)Y=x—1

4. (E4): x?sina—xcos>a—sina=0

Exercice 46
Déterminer les domaines de définition des fonctions

suivantes :

1+tanx
L fe)= 1—2cos? x
2. g(x)=+v1+2sinx
3. h(x)= v 2cos2—1

Exercice 47
Résoudre dans R

. . 1 .
1. I'équation 4/ 1 + > sinx = cosXx;

. . / 1 . ..
2. linéquation 4/1+ =sinx < cosx (on limitera

d’abord 'étude & ]—m ; 7[;
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