EQUATIONS DIFFERENTIELLES

BCPSTI — 2022/2023

PRATIQUE : PREMIER ORDRE

Exercice 1
Résoudre sur R les équations différentielles avec second

membre suivantes :

Ly +y=1; 3. y'+y = cos(nx) (avec
2.y +y = exp(mx) n € N¥);

(avecm € R); 4. y’+y=coszx.
Exercice2 — Exemple de raccord

1. Résoudre I’équation différentielle suivante sur ]0 ; 1,

puissur ]1; + ool :
(xlnx)y’—y =0

2. Préciser les solutions sur R?, .
3. Soit xo € RY et y, € R. Discuter les solutions du

probleme de Cauchy :

(xInx)y’'—y=0 et  y(x)=yo

Que pouvez-vous dire de la condition initiale y(1) =
0?
Exercice 3
Intégrer les équations différentielles
I. y' +cos(x)y =0pourx €R;
2. y’+;y=0pourx€]1; +o0[;
xInx
3. y' +cos®(x)y =0 pour x €R.
Exercice 4
Intégrer les équations différentielles suivantes, pour x €
R
I. Y +y=cosx+sinx;
y' +2y =cosx;
y+xy=x+1;
xy +(x—2)y = (x—2);
y' +y =sinx;

AU

Y —ey=e;
2y
x2+1

/

7.y + = exp(—2 Arctan(x)).

Exercice 5

Résoudre les problémes de Cauchy

I. y—ytanx =0avec y(0) =1, sur]—g ; g [;

2. ¥=1/(xIlnx)y =0avecy(1/e)=1,sur ]0; 1[;
3. ¥ +xy =2xavec y(0) = 1surR.

Exercice 6

Déterminer la solution générale des équations différen-

tielles suivantes, sur R,

Ly —y=¢e?;

2. y—y=e';

3. Yy —y=te.

4. ¥' + 2y = 1 sous la condition initiale y(0) = y,,
Yo € Rdonné.

5. ¥+ y = 3sint avec la méme condition initiale.

Exercice 7

Résoudre les équations différentielles avec les condi-
tions initiales y(0) = yo, ¥'(0) = y{, (¥0,¥5) € R?
donné.

L. y'—4y’ +3y=2e'

2. y"+6y +13y = 169t.

Exercice 8

En utilisant la méthode de variation de la constante,
déterminer la solution générale des équations différen-
tielles suivantes :

L (1+x?)y —2xy=(1 +x2)2 pour x € R;

2. xy’'+y=e" pour x €R*;

X
3. y'+ y = 1pour x €R}.

Exercice 9

Intégrer les équations différentielles, sous la condition

initiale y(xq) = Yo, (X0, Yo) € R? donnés, pour x € R.

Ly +2xy=xe™;

2. (1+x¥)y +xy=x.

Exercice 10

On considere I'équation différentielle suivante : (E) :

X2y —y=x*—x+1.

1. Montrer que (E) admet comme solution particuliére
une fonction polynomiale.

2. Résoudre (E) pour x > 0.

Exercice 11
Solutions sur R de 'équation différentielle : y' — y =

x2(e¥+e7)



PRATIQUE : SECOND ORDRE
Exercice 12

1. Calculer les fonctions y, et y, déterminées par

y{—=3y;+2y;=0

avec y,(0) =1let y;(0) =2,
Yy =3y, +2y,=0

avec y,(0) =1let y,(0)=1.

2. Démontrer que (yq, y,) forme une base de 'ensemble
des solutions de I'’équation différentielle y” — 3y’ +
2y =0.

3. Ce résultat est-il encore valable si on prend comme

conditions initiales :

yl(o)zlﬁ .Y{(O)ZQ et .)’2(0)20, }’2(0):1

4. Etavec les conditions suivantes ?
¥1(0)=1, y;(1)=e, et y,(0)=1, y,(1)=¢e?

Exercice 13

Intégrer les équations différentielles
Ly’ =3y +2y=x?>+x+1;
Y=y =x%

¥ =4x%—3x2+2x+1;
y'=2y'+y=x%

Y’ +4y +4y =—€;

Y/ +4y +4y =e .
y”"—my’+y =0pourm € R;

® N o A wd

y"—(a+a)y’+|al*y =0poura € C.

Exercice 14

Résoudre les problémes de Cauchy

. y'—4y’+5y=e"avecy(0)=1 y’(0)=0

2. y'—4y’ +5y =e** avec y(0) =0 y’(0)=1.
Exercice 15

On considere un parametre réel m. Résoudre '’équation
différentielle suivante, en discutant selon les valeurs de
m:

y'—(m+1)y +my=e"—x—1.

Exercice 16
Déterminer la solution générale des équations différen-
tielles suivantes (cw > 0)

t

Ly '+y —2y=e;

2. y'+w?y =-2;

3. 4y" +4y’+y = cos2t.

Exercice 17

Déterminer la solution générale des équations différen-
tielles

Ly =2y +y=t>+e?;

2. y' =2y’ +2y =25te"" +4.

Exercice 18

Résoudre sur R I'équation différentielle y” +6y’+9y =
x%+e ™ cosx +e3¥,

Exercice 19

Intégrer les équations différentielles
L y'+y —6y=xe";

2. y'+y —6y =(2x +1)e?;

3. y'—4y' +4y =(x+3)e™™;

4. Y =4y’ +4y = (2x + 1)e?.
Exercice 20

Intégrer les équations différentielles
. /=3y +2y =cosx;

2. y'—4y'+y =e"cosx;

3. ¥/ =2y +2y =2e*sinx;

4

. ¥ +3y =cos®x.

USAGE DE LA FORCE

Exercice 21
Trouver toutes les applications f définies et continues

de R dans R telles que
Vx €R, 2xf(x)=3J f(t)dt.
0

Exercice 22

On considere un parameétre réel m. Résoudre I'équation
différentielle suivante, en discutant selon les valeurs de
m:

y'—(m+1)y +my=e"—x—1.
Exercice 23

Résoudre sur R ’équation différentielle

Y’ +6y +9y =x%+e  cosx +e ¥

Exercice 24

Résoudre le systéme différentiel :

{x’(t)+y(t) —e!
x(t)=y'(t)=e""



X Exercice 25

On cherche a résoudre Ié.d.
A+x)y"—2y"+(1—x)y = xe™™*

1. Vérifier que la fonction exponentielle est solution de
I’équation homogene associée, puis la résoudre en
utilisant la méthode de la variation de la constante.

2. Chercher une solution particuliére de I'équation par
la méthode habituelle.

Exercice 26

Trouver toutes les applications de R dans R dérivables

sur R et qui vérifient la relation :
Vx€eR, f'(x)=f(-x)

Exercice 27

Soit a > 0. Résoudre sur R’ I'équation différentielle :
y' = Ly xe.

] x

Etudier la limite en O des solutions.

Exercice 28

Trouver les fonctions de classe C! sur R vérifiant les

conditions : f(0) =0et

VxR, f'(x)—f(x)=Ix|

Exercice 29

On considére 'équation différentielle
Xy +2y = —~

Y Y 1+ x2

Solutions sur R} ? Sur R* ? Sur R?

CHANGEMENT DE VARIABLES

Exercice 30
Résoudre I'équation différentielle x*>y” + 3xy’ +y =0
sur R¥, en posant x = e’ et en cherchant une équation

différentielle vérifiée par z(t) = y(e').

Exercice 31

Résoudre sur R* I'équation différentielle : x*y” +y = 0.
On pourra utiliser la méthode de I'exercice 30.

En déduire I'ensemble des fonctions de classe C! sur R*
tellesque : Yx >0, f'(x)=f(1/x).

Exercice 32
Résoudre sur R* 'équation différentielle : xy” +4xy’+

(2—x2?)y = lenposantz = x2y.

Exercice 33

Résoudre I'équation différentielle y'y = 1.
Exercice 34
Résoudre 'équation différentielle y —2y” +y = 0.

On pourraposerz =y” —y.

X Exercice 35

Soit (A, k) € R x R*. Trouver toutes les fonctions f déri-

vable sur R, telle que

Vx€R, f'(x)=kf(A—-x) et f(0)=0
Exercice 36

Soit m un réel. On considere '’équation différentielle
(E):mxy’—y=y?—x*

1. Donner une condition sur m pour qu'’il existe un solu-

tion polynomiale, notée y,,.

2. On suppose ici m = 1. On cherche les solutions de

(E) delaforme y = y,+ —. Déterminer une équation

différentielle (E”) simple vérifiée par z.

3. Résoudre (E’), en déduire les solutions de (E).

QUELQUES APPLICATIONS

Exercice 37

On considére un ressort de raideur k et de longueur au
repos [, dont les extrémités sont reliées a un point fixe
O et a un point matériel M de masse m. On suppose
qu’il n’existe pas de frottement de glissement sur le plan
incliné. Soit un axe Ox sur le plan incliné (faire une
figure).

1. Déterminer I'abscisse x, du point M a I’équilibre en

fonctionde [y, m, g, keta

2. Apartir de la position d’équilibre M est déplacé d’une

distance d comptée algébriquement sur Ox et laché
sans vitesse initiale. Etablir 'équation horaire x(t)

en fonction de d, k, m et x,.

3. A partir de la position d’équilibre, on donne une pi-

chenette a M qui lui communique une vitesse initiale
Vp. Etablir, en minimisant les calculs supplémentaires,

I’équation horaire x(t) en fonction de vy, k, m et x.

Exercice 38 — Datation au carbone 14

Un organisme vivant contient du carbone 12, du car-
bone 13 et du carbone 14 dans les mémes proportions
que dans le dioxyde de carbone atmosphérique. Aprées

la mort de 'organisme, les quantités de carbone 12 et



13 restent fixes, tandis que le carbone 14 subit une dés-
intégration radioactive dite § (un atome de carbone
14 donne un atome d’azote (14) plus un électron). Le
nombre de désintégrations par unité de temps est propor-
tionnel a la quantité d’atomes de carbone 14 présents.
1. Déterminer laloi de la quantité de carbone 14 en fonc-
tion du temps a partir de la mort de 'organisme (en
fonction de la quantité initiale et d'une constante).
2. Un bois fossile trouvé en Ouzbékistan subit 305 dés-
intégrations en 12 heures, tandis qu’un fossile actuel
de méme poids en subit 19520 en 12 heures. Sachant
que la période de demi-vie (temps pendant lequel la
moitié du carbone 14 se désintegre) est de 5730 ans,

déterminer I'age du fossile.

Exercice 39

On plonge une cellule dans une solution de potassium,
de concentration c, fixée. Le principe de Fick sur la dif-
fusion passive a travers la membrane cellulaire affirme
que la vitesse a laquelle la concentration change est pro-
portionnelle au gradient de concentration ¢, — c(t), ol
c(t) désigne la concentration de la solution a I'intérieur
de la cellule au moment t. Déterminer c(t) sachant que
c(0)=0.

EXERCICES DE CONCOURS

Exercice 40 (INA 04)
1. Résoudre I'équation différentielle

y'—y'+y=0. (Ey)
2. On veut déterminer les fonctions f : R** — R déri-
vables telles que
1
vxelos +ool, f(1)=rt. @)

A) On pose g(t) = f(e'). Montrer que g est solution
de (E)).

B) Trouver toutes les fonctions f vérifiant (E,).

Exercice 41 (INA 06)
I. Soit u une fonction de classe C? sur R, vérifiant
u(0) =—u(1) = 1. Calculer

1
f (w’(6) + m?u(t)) sin(rt) dt.
0
2. Trouver les valeurs de b telles que le systeme

u”(t) + m?u(t) = —bsin(rt)
u(0)=—u(1)=1

ait au moins une solution. Le résoudre alors.

3. Méme question avec

u”(t) + m?u(t) = —bsin(rt)
u(0)=u(l)=0

Exercice 42 (INA 06)
Notons % l'ensemble des fonctions continues de R

dans R telles que

Vx eR, f(x)= %2+J (x—1t)f(t)dt.
0

1. Montrer que les fonctions de & sont deux fois déri-
vables.

2. Montrer quesi f estdans &, alors f estsolutiond’une
équation différentielle du deuxieme ordre, linéaire,
a coefficients constants.

3. Déterminer &.

Exercice 43 (INA 07)

1. A) Déterminer toutes les fonctions f de classe c!l
sur R** qui vérifient

X

Vx>0, xf'(x)+2f(x)= T

B) Déterminer de méme toutes les fonctions f de

classe C! sur R*" qui vérifient

Vx <0, xf/(x)+2f(x)= =i

2. Montrer qu’il existe une unique fonction f de

classe C! sur R qui vérifie

Vx €R, xf'(x)+2f(x)= X
x2+1

On précisera en particulier £/(0).
3. f étant la fonction trouvée a la question précédente,

calculer folf(x) dx.

Exercice 44 (INAO07)

On cherche 'ensemble des fonctions f : R — R et de

classe C!, vérifiant pour tout x € R : f'(x) + f(—x) =

2(x —1)e*.

1. Montrer qu'un tel f est de classe C? et vérifie une
équation différentielle du second ordre a coefficients
constants.

2. Trouver les fonctions recherchées.
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