APPLICATIONS LINEAIRES

BCPSTI — 2022/2023

Exercice 1
Justifier que les applications suivantes sont linéaires,

calculer leur image et noyau :

I f; R3® — R2

(x,y,2) — (2x—y,x +y)
2. fy R? — R3

(x,y) — (2x—3y,x—y,x +2y)
3. f3 : R? — R®

(x,y,2) — (x—2y,x,5y)
4. f4 : R® — R3

(x,y,2) — (2x+3y —z,

—2x—3y +z,
4x + 6y —22)

5 fs : R® — R3

(x,y,2) — (Bx—y,2x +2z,x —22)
6. fo : R3 — R,[X]

(x,y,2) — (x+y+2)+xX+(y —2)X?
7. f7 R? — R®

(x,y,2) — (x—y+2,x+2y —2,2x +2)
8. fg : R® — R3

(x,y,2) — (z,x—y,y +2)
9. fo : R® — R3

(x,y,2) — (x+y,y+2,2x =3y +2)
Exercice 2

Soitu € ¥ (E,F), Z une famille finie d’éléments de E.

1. Montrer que si & est liée, u (F) est liée. Donner la
contraposée de cette implication.

2. Montrer que si & est génératrice (de E), u(ZF) est

génératrice de Imu.

Exercice 3

Soit E une.v. et f € £(E). On suppose que f vérifie

léquation f2 —3f + 2Id; = 04 (p)-

1. Montrer que f est inversible et donner I'expression
de f~! en fonction de f et de Idy.

2. Pour tout n € N, montrer qu’il existe deux réels a,, et
B, telsque f* = a,f + fB,1dg.
Quelle relation de récurrence vérifient les suites
(&t )nen €t (Bnnen?

3. En déduire I'expression de " en fonction de f, de
Id; etde n.

4. Donner enfin 'expression de f " en fonction de f et
de Idg.

Exercice 4 — Treés utile
Soit E=K"et f € 4(E).

1. On suppose que

dg € 4(E), gof =Idg

Démontrer que f est injective. En déduire qu’elle est
bijective.

2. On suppose que

dgeZ(E), fog=Idg

Que peut-on dire de f ? Justifier votre réponse.

3. Donner un énoncé similaire a propos des matrices

carrées.

Exercice 5

Soit E = R? et sa base canonique (e;, e,, e3). Soit f un

endomorphisme de E défini par : f(e;) = 2e, + 3es,

f(ey) =2e; —5e, —8es et f(e3) = —eq + 4e, + bes.

1. Justifier 'existence et I'unicité de f.

2. Déterminer Ker(f —Idy) et en donner une base.

3. Déterminer Ker(f?2 + Id) et en donner une base.

4. Montrer que Ker(f —Id;) NKer(f2 +1d;) = {0z}.

5. Montrer que la réunion des deux bases précédentes
constitue une base de E. Trouver I'image par f2 des

vecteurs de cette base.

Exercice 6

Dans R*, montrer sans aucun calcul que 'ensemble E des
u=(x,y,z,t) € R* vérifiant que x + 3y —2z —5t =0
et x + 2y +z —t = 0 est un sous-espace vectoriel. En

donner la dimension.

Exercice7 — Vraiou faux?

Soit f est une application linéaire d’'un e.v. E dans un

ev. F

1. si(ey,ey,...,e,)estlibre alors (f(ey),...,f(e,)) est
libre;

2. si(f(eq),...,f(e,))estlibre alors (e;,e,,...,e,) est
libre;

3. si (e;,ey,...,e,) est génératrice de E alors
(f(e1),...,f(ey)) est génératrice de F;

4. si (f(ey),...,f(e,)) est génératrice de F alors

(e1,€e5,...,e,) est génératrice de E ;



5. silm f = F alors f estinjective;
6. silmf =F etdimF = dimE alors f est injective;
7. silmf =ImgetKerf =Kerg alors f = g (avec g

une autre application linéaire de E dans F).

Exercice 8

Donner un exemple d’endomorphisme f tel que
1. Kerf =Imf;

2. Ker f inclus strictement dans Im f ;

3. Imf inclus strictement dans Ker f ;

4. Imf NKer f = {0g}.

Exercice 9
Soit E un espace vectoriel et (f, g) € (Z(E))?.
Montrer que f (Ker(go f)) =KergNImf.

Exercice 10
Soit (ey, e,, 3) une base de E = K> et A un réel. Démon-

trer que la donnée de

fleg) =e te, flex) =e;—e, fe3) =eg+Ae;

définit un endomorphisme de E. Comment choisir A

pour que f soit injective ? surjective ?

Exercice 11

1. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E tel
que f3 = f2+ f +1d;. Montrer que f est bijective.

2. Soit f € Z(E). On suppose qu'’il existe g € Z(E), g
non nulle, telle que f o g =0ou g o f = 0. Montrer
que ni f ni g ne sont bijectives.

3. Soit f un endomorphisme de E vérifiant une relation

polynomiale de la forme
fn = an_lfn_l +---+ Cllf + aoldE

avec a,_; # 0. Déterminer une condition nécessaire

et suffisante pour que f soit bijective.

Exercice 12

Soit E et F deux espaces vectoriels et f € £(E, F). Mon-

trer que

1. f estinjective ssil'image de toute famille libre de E
est une famille libre de F ;

2. f estsurjective ssil'image de toute famille génératrice
de E est une famille génératrice de F ;

3. f estbijective ssil'image de toute base de E est une
base de F.

* Exercice 13
Soit E = K" et f un endomorphisme de E tel que Yu €
E, (u, f (u)) est liée.

Montrer que f est une homothétie.

Exercice 14

Soit f € £(E,F)etg € £(F,G).

1. Montrer que Ker(f) C Ker(gof)etIm(gof)CImg.

2. Montrer que si, de plus, g est injective, alors Ker(f) =
Ker(gof).

3. Donner une condition suffisante pour que Im(gof) =

Img.

Exercice 15

Soit f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel
E telsque g o f = f o g. Montrer que Ker f et Im f sont
stables par g.

Exercice 16

Soit E =K", f € ¥(E) et k € N*. On note I; = Im(f*)

et N, = Ker(f5).

1. Montrer que I; 1 C I} et N C Ny,

2. Montrer que (dim I} ; )xen- €St Une suite décroissante
d’entiers. Prouver que cette suite converge.

3. En déduire qu’a partir d’un certain rang I ; = I et
Nii1 = Ny

4. (difficile) Montrer que I, = I,,.; et N, = N, 0oun
est la dimension de E.

Exercice 17

On considére I'application f de R? dans R? définie par

Yix,y)e R?, fle,y)= (—%x +3y,—%x + Zy).

1. Vérifier que f est une application linéaire.

2. Chercher deux v, et v, non nuls tels que

fod=gn e )=y

3. Montrer que (v;, v,) est une base de R?.
4. Donner, avec toutes les justifications nécessaires, une

base de Im f. Que peut-on dire de f ?
5. Dans la suite de cet exercice, on considere n € N*. On

pose f*=fofo---of (nfois).

Déterminer f"(v;) et f"(v,).
6. On note (e;, e,) la base canonique de R?, c’est-a-dire

e; =(1,0)ete, =(0,1).
A) Exprimer e, en fonction de v; et v, et faire de méme

pour e,.



B) En déduire f"(e;) et f"(e,) en fonction de e; et e,
puis f*(x, y) pour (x, y) quelconque dans R?.
7. Soit (x,),en €t (Vn)ney les deux suites définies par

xo=lety,=1et
1 1
VkEN, X = 3%k T3k €Yk = 5 X+ 2k

A) On pose, pour tout n € N, u, = (x,, y,). Montrer
que pour tout n € N*, u,, = f"(up).
B) En déduire I'expression de u,, puis celle de x,, et y,

pour tout n € N.

UTILISATION DES MATRICES

Exercice 18
En cas de baisse d’activité dans la classe, on sera amené

a inverser la matrice suivante :

-2 1 3 1 -2

-2 -2 1 3 1
1 -2 -2 1 3
3 1 -2 =2 1
1 3 1 -2 =2

Exercice 19
Soit E = R3 etu € ¥(E) tel que u? # 0 et u®> = 0. Mon-

trer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice

0 1 0
deuest| 0 0 1
0 0 O

INDICATION : Partir d’un vecteur e tel que u®(e) # 0.

Exercice 20
Déterminer le noyau et 'image des applications linéaires
canoniquement associées aux matrices suivantes (onale

droit de réfléchir avant de se lancer dans des calculs...) :

0
012 0
1,(1234), 101 0,
0120
0
1 2
1 2 3
. |3 4
4 5 6
5 6

Exercice 21

Soit M une matrice de .#,(K) de rang 1.

1. Montrer que 'on peut trouver deux matrices A €
My 1(K) et B € M, ,(K) telles que M = AB.

2. Application Déterminer les matrices de .#5(K) telles
que M? =0.

Exercice 22

1 1 1-m
Donner lerangde M = | 1+m —1 2 |,ou
2 —m 3

meR.
Exercice 23
Trouver les noyaux et images des endomorphismes re-

présentés dans les bases canoniques par les matrices

1 1 -1 2 -1 1 5
A=]1-3 -3 3 B=|-1 2 3 —4
-2 =2 2 3 0 5 6

Exercice 24
Pour chacune des matrices suivantes, donner son rang,
puis donner une base du noyau et une base de I'image

de 'endormorphisme canoniquement associé.

1 2 1 110
A = |-314|; D=1 0 1|;E=
-3 4 7 0 1 1
111 1 -3 4 0
s - |1 00 of —2 4 7
110 0 1 0 —7
1 01 0 -1 4 0
4 2 0)

c =11 2 =3|;
10 0 12

Exercice 25

Déterminer le rang de la matrice A =

1 2 1 2
2 4 3 5
3 1 5 3
-1 5 2 8

Exercice 26
Soit B = (e, e,,e5) une base dun K-e.v. E, f € 4(E)

/ "

a d a
avecmatg (f)=|b b b”
c C/ C//

Quelle est la matrice de f dans € ?
1. si6 =(ey,e3,€1); 3.51 € = (e —

2. si€ =(e;+eye3,€1); 2e,,e5,€, + ey +e3).



Exercice 27
Soit B = (ey, €4, €3) une base d’un K-espace vectoriel E
et % = (e, ey, 65 +e3).

Soit f 'endomorphisme de E représenté dans 9 par la

a p B
matrice | 3 a f
B B a

Ecrire la matrice de f dans la base %.
Exercice 28
3 -1 1
Soit f € £(R®) de matrice [ 0 2
1 -1 3
canonique. Déterminer la matrice de f dans la base
((1,0,-1),(0,1,1),(1,0,1)).

0 | dans la base

Exercice 29

o ... 0 1

SoitA= e M, (K).
0o 1
1 0 ... O

1. En utilisant l'application linéaire associée de
(K", K"), calculer A? pour p € Z.
0o 1 ... 0

2. Méme question avec A =

Exercice 30

1. Déterminer le rang de la matrice A

1 -2 0
-2 3 =2
1 1 6

2. Soit E = R® et B = (e, ey, €3) une base de E. Soit
f € Z(E) telle que f(e;) = e; —2ey + €3, f(ey) =
—2e; +3e, + e et f(es) = —2e, + 6es.

A) Ecrire la matrice de f dans la base 2.
B) Déterminer le rang de f, une base de son noyau et

une base de son image.

Exercice 31
Pour deux entiers naturels non nuls i et j, on note 6;; le

symbole de Kronecker :

0;;=1 si i=j et 6;=0  sinon

Soit n € N* et (i,j) € ([ 1; n])*. On note E;; la matrice
(6;j)1<i<n-

1<j<n
1. Ecrire les matrice E;; pour n = 2. Les reconnaitre.

2. Dans le cas général, calculer E;;Ey; avec (i, j, k, 1) €
(L1;n* (on pourra utiliser la formule générale de
multiplication des matrices).

3. Montrer que I, + E;; est inversible, et donner son

inverse.

Exercice 32

On considére, dans I'espace vectoriel R®> muni de sa
base canonique (e, e,, e5) les vecteurs i = (—1,0,—1),
j =1(2,1,0), k = (0,—1,1) et on définit les matrices

suivantes:

4 —4 —4
A=|0 1 -1| sineN
1 -1 1

Fo=(n n o)T Co=(n+1 1 o)T

1. Donner la matrice P de labase (e, e,, e5) dans la base
(i, j, k) et calculer son inverse. Calculer la matrice J
définie par: J = P1AP.

2. Soit () pens (Vndnen €t (Wo),en trois suites définies

par:

u0=1 VOZWO:O
Uppy = 4u, —4v, —4w, +n+1
Vi1 =Va—w, +1

Whi1 = Uy —Vp —Whp

Pour tout entier naturel n, on pose X, =
(un Vi wn)T et on définit la matrice Y, par
larelation Y, = P~'X, — P7'F,.
A) Calculer Yy,
B) Vérifier que F,, ., =AF, +C,
c) Exprimer, pour tout entier naturel n, X,,,, en fonc-
tionde X,,de Aetde C,,.
D) Montrer que Y,,,; = JY,, puis calculer Y, en fonc-
tion de n seulement.
3. Donner, pour tout entier naturel n, les expressions de

u,, v, et w, en fonction de n.
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